2013华约自主招生考试数学试题及答案分析
1、已知集合
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，B是A的子集，且B中元素满足下列条件
①数字两两不等②任意两个数字之和不等于9
⑴B中有多少个两位数，多少个三位数
⑵B中是否有五位数？是否有六位数？
将B中元素从小到大排列，第1081个元素是多少？
【试题分析】本题是集合元素的计数问题，需要用到排列组合的知识，对分步思维的理解要求较高。先想如何确定一个元素，合理的方法应该是从高位开始依次按照要求选择各个数位上的数字，理解到这里之后就是简单地排列组合计算了。
【参考答案】
解：
①对于两位数而言，当一位数m确定以后，根据题意，另一位数只有除9-m和m
以外8个可能选择的数字，那么B中包含的两位数个数是
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个。
记一个三位数为
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，其中
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有9种选择，依次b有8种，c有6种，所以三位数的个数为
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②依照上面的规律，四位数个数为
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个，
五位数个数为
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个，当是六位数的时候，前面的五个数字确定后，第六个数字将不存在，所以没有六位数。证明可以用抽屉原理解决，非常简单。
③两位数和三位数共有504个，故第1081个数是四位数，设为
[image: image8.wmf]abcd

。我们只需找出四位数中的第1081-504=577个数字就是所要求的数字。
当
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种组合，依次类推，
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有192个数字，故
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个数字，故第577个数字也就是整体第1081个数字就是4012.
2、已知
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【试题分析】很简单的三角函数计算题，需要熟练掌握三角函数的合角公式和差角公式，对整体的数学思维也有一定的要求，因为三角函数的计算往往无法避免多值问题，如果能对已知的等式进行整体的运算那么就会避免非常复杂的讨论，直接得到希望的结果。
【参考答案】
解：
由
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②得到1+2
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而
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②得
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3、
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，从直线
[image: image39.wmf]ykx

=

和
[image: image40.wmf]ykx

=-

上分别选取点
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，O为坐标原点，AB中点M的轨迹为C
⑴求C的轨迹方程
⑵抛物线
[image: image44.wmf]2
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（p＞0）与C相切与两点，求证两点在两条定直线上，并求出两条切线方程
【试题分析】
一道考察轨迹计算以及直线和圆锥曲线相切的解析几何问题，难度不大，思路也很清晰，是典型的解析几何问题，按部就班就可以解决问题。
【参考答案】
解：①设
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反解得到
[image: image48.wmf]12

,

yy

xxxx

kk

=+=-


代入①整理得C的轨迹方程：
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②联立②式和抛物线方程
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得到
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由于相切，故
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，代入③得
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再代入抛物线方程就可得到
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，即这两点过
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这两条定直线，下面求切线方程：

可以解得切点坐标
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，切线斜率为
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故切线方程为
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4、有7个红球8个黑球，从中任取四个
⑴求恰有一个红球的概率
⑵设四个球中黑球个数为X，求X的分布列及数学期望Ex
⑶当四个球均为一种颜色时，这种颜色为黑色的概率
【试题分析】
前两问都是非常普通非常简单地概率计算问题，难度很小，亮点在于第三问，因为这个涉及到概率统计里面的条件概率公式，就是已知结果的一种概率计算，需要比较高的数学素养。此题要明白四个球同色只有两种可能，那就是全黑或者全红，所以只要算出两种情况的概率比就能确定总的概率。
【参考答案】
解：①
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②
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5、已知
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⑴证明对任意的M＞0，存在正整数N，使得对于
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【试题分析】
这道题的难度比较大，首先读懂题目是关键。复杂的叙述其实只说了一件事，那就是第一问要我们证明极限不存在，第二问要我们证明极限是零，说法都是等价的，直接使用函数极限的思想就可以轻松的证明这个问题，如果按照题目的叙述而按部就班的证明，那就将会让你感到非常吃力。此外第二问需要稍微变形一下才行，将表达式转化为两个分式相减的形式，这里需要非常强的联想能力以及数学直觉，非常考察学生的数学综合实力。
【参考答案】
解：①易知
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②注意到
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证毕.

6、x，y，z是两两不等且大于1的正整数，求所有满足
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【试题分析】
乍一看会被吓住的一道题，因为我们的高考生大都不精通数论的知识，但实际上这道题是纸老虎，所用的数论知识非常的简单，也非常少，其实更多的是用不等式的思想来讨论解决这道题。另外由于完全的对称性，我们不妨给三个未知数排序，这也是简化问题的必要的数学思想。总体说来这道题不难，但是对数学思想的应用以及知识的灵活应用要求很高，并不容易解决。
【参考答案】
解：由于
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不失一般性，不妨设
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经检验，
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7、函数
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⑴证明当x＞0时，
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【试题分析】
中规中矩的函数数列不等式的综合证明题，第一问很简单，不再赘述，第二问需要利用第一问的结论，简单变形就能得到递减的结论，后面的证明可以简单地想到使用归纳法，但事实上需要我们利用归纳的条件先放缩一步，再使用归纳法证明一个更强的结论，这就对数学的素养以及对题目条件的灵活应用了。这一问的证明比较难想到，具有很强的区分度，尤其是在考场环境下就显得更加困难，也是本套试题的制高点所在。
【参考答案】
解：①求导
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②由①中结论得到
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对于不等关系的证明，我们不妨证明一个更强的结论：
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可以更加一般的证明：
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成立。以下利用归纳法证明原不等式：
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