专题补充学习-----空间向量法解决立体几何问题

一．知识回顾：
1、空间向量的坐标运算：空间直角坐标系的x轴是横轴（对应为横坐标），y轴是纵轴（对应为纵轴），z轴是竖轴（对应为竖坐标）.
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2、空间两点的距离公式：[image: image12.wmf]2
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专题提纲
一、引入两个重要空间向量
1、直线的方向向量；2、平面的法向量。
二、立体几何问题的类型及解法
1、判断直线、平面间的位置关系；
(1)直线与直线的位置关系;(2)直线与平面的位置关系;(3)平面与平面的位置关系;

2、求解空间中的角度；

3、求解空间中的距离。
一.引入两个重要的空间向量
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1.直线的方向向量:把直线上任意两点的向量或与它平行的向量都称为直线的方向向量.如图1,在空间直角坐标系中,由A(x1,y1,z1)与B(x2,y2,z2)确定的直线AB的方向向量是
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2.平面的法向量:如果表示向量n的有向线段所在的直线
垂直于平面α,称这个向量垂直于平面α,记作n⊥α,
这时向量n叫做平面α的法向量. 
3.在空间直角坐标系中,如何求平面法向量的坐标呢?  
如图2,设a=( x1,y1,z1)、=(x2,y2,z2)是平面α内的两个不共线的非零向量,由直线与平面垂直的判定定理知,若n⊥a且n⊥b,则n⊥α.换句话说,若n·a = 0且n·b = 0,则n⊥ α. 
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[image: image26.wmf]a
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4.求平面的法向量的坐标的步骤
第一步(设):设出平面法向量的坐标为n=(x,y,z).
第二步(列):根据n·a = 0且n·b = 0可列出方程组

第三步(解):把z看作常数,用z表示x、y.

第四步(取):取z为任意一个正数(当然取得越特 殊越好),便得到平面法向量n的坐标. 

【例题赏析】  例1：在棱长为2的正方体ABCD-A1B1C1D1中,O是面AC的中心,求面OA1D1的法向量. 
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二.立体几何问题的类型及解法
1.判定直线、平面间的位置关系
(1)直线与直线的位置关系    
不重合的两条直线
a,b的方向向量分别为a ,b.

      ①若a∥b,即a=λb,则a∥b.

      ②若a⊥b,即a·b = 0,则a⊥b

【例题赏析】 例2：已知平行六面体ABCD-A1B1C1D1的底面ABCD是菱形,∠C1CB=∠C1CD=∠BCD=θ,
求证: C C1⊥BD
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[image: image30.wmf]2

(2)直线与平面的位置关系  直线L的方向向量为a,平面α的法向量为n,且L    α. 
[image: image31.wmf]Ë

①若a∥n,即a =λn,则 L⊥ α

②若a⊥n,即a·n = 0,则L ∥ α.

【例题赏析】 例3:棱长都等于2的正三棱柱ABC-A1B1C1,
· D,E分别是AC,CC1的中点,求证:

· (I)A1E ⊥平面DBC1;

· (II)AB1 ∥ 平面DBC1

[image: image15]
(3)平面与平面的位置关系
平面α的法向量为n1 ,平面β的法向量为n2
[image: image32.wmf]2

p

①若n1∥n2,即n1=λn2,则α∥β                  ②若n1⊥n2,即n1 ·n2= 0,则α⊥β

【例题赏析】例4:正方体ABCD-A1B1C1D1中，E、F分别是BB1、CD的中点,求证:面AED⊥面A1FD

[image: image16]
2.求空间中的角
(1)两异面直线的夹角
利用向量法求两异面直线所成的夹角,不用再把这两条异面直线平移,求出两条异面直线的方向向量,则两方向向量的夹角与两直线的夹角相等或互补,我们仅取锐角或直角就行了.

【例题赏析】  例5:如图在正方体ABCD-A1B1C1D1中,M是AB的中点,则对角线DB1与CM所成角的余弦值为_____. 
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(2)直线与与平面所成的角
若n是平面α的法向量, a是直线L的方向向量,则L与α所成的角θ=    -<a,n>或
[image: image34.wmf]q

θ= <a,n>-     (下图) .
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于是,

因此
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【例题赏析】例6:正三棱柱ABC-A1B1C1的底面边长为a,高为      ，求AC1与侧面ABB1A1所成的角

[image: image19]
（3）二面角
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设n1 、n2分别是二面角两个半平面α、β的法向量，由几何知识可知，二面角α-L-β的大小与法向量n1 、n2夹角相等（选取法向量竖坐标z同号时相等）或互补（选取法向量竖坐标z异号时互补），于是求二面角的大小可转化为求两个平面法向量的夹角，这样可避免了二面角的平面角的作图麻烦.
[image: image43.wmf]q

①、二面角                 是锐二面角
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②、二面角                   是钝二面角
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【例题赏析】例7:在四棱锥S-ABCD中∠DAB=∠ABC=90°，侧棱SA⊥底面AC，SA=AB=BC=1，AD=2，求二面角A-SD-C的大小.
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[image: image20][image: image51.wmf]g
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(2)点到平面的距离
A为平面α外一点(如图), n为平面α的法向量,过A作
平面α的斜线AB及垂线AH.
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于是，点到平面的距离等于平面内外两点的向量和平面的法向量的数量积的绝对值与平面的法向量模的比值.

[image: image56.wmf]®
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【例题赏析】例9 :在直三棱柱ABC-A1B1C1中,AA1=       ,AC=BC=1,∠ACB=90°,
· 求B1到面A1BC的距离.


[image: image21]
· 空间向量理论引入立体几何中，通常涉及到夹角、平行、垂直、距离等问题，其方法是不必添加繁杂的辅助线，只要建立适当的空间直角坐标系，写出相关点的坐标，利用向量运算解决立体几何问题 。这样使问题坐标化、符号化、数量化，从而将推理问题完全转化为代数运算，降低了思维难度，这正是在立体几何中引进空间向量的独到之处。 [image: image22.wmf]a
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