  空间几何体

一、知识梳理
1．简单几何体
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2．几种常用的多面体：

(1)棱柱：一般地，有两个在面互相平行，其余各面都有是四边形，并且每相邻两个四边形的公共边都互相平行，由这些面所围成的几何体叫棱柱；棱柱中互相平行的面叫棱柱的______;[image: image7.png]2R (ZXXK.COM) R BT




简称底；其余各面叫做棱[image: image8.png]2R (ZXXK.COM) R BT




柱的______,相邻侧面的公共边叫做棱柱的_______,侧面与底面的公共点称为棱柱的______

按底面多边形边数棱柱可分为           ，         ，            ，六棱柱等。

按侧棱与底成是否垂直可分为           和         。

斜棱柱：                     ；直棱柱：                  ；正棱柱：                    ；

底面是         的四棱柱叫平行六面体；                  的平行六面体叫直平行六面体；底面是
         的直平行六面体叫长方体；底面是      的长方体叫正四棱柱；         的长方体叫正方体；
(2)棱锥：一般地，有一个面是多边[image: image9.png]2R (ZXXK.COM) R BT




形，其余各面都是有一个公共点的三角形，由这些面围成的几何体叫做_______,这个多边形面叫做______；有公共顶点的各个三角形面叫_____;各侧面的公共顶点叫________;相邻侧面的公共边叫做_________。
  正棱锥的两个本质特征：①                                                                ；②                                                                                        。

 正棱锥的性质：①                     ，                     ，                           。
②                                     ；                                                 。
 (3)棱台可由


的平面截棱锥得到， 棱台上下底面的两个多边形

 ，各侧棱延长线       。
3、旋转体的结构特征 (请结合右图分析)                    
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(1)圆柱可以由矩形绕其_______旋转得到     

(2)圆锥可以由直角三角形绕其____旋转得到  

(3)圆台可以由直角梯形绕直角腰所在直线    

或等腰梯形绕上下底中点连线旋转得到，    

也可由_______的平面截圆锥得到．         

(4)球可以由半圆或圆绕其______旋转得到．  

4、空间几何体的三视图
空间几何体的三视图是用正投影得到，
在这种投影下，与投影面平行的平面图形留
下的影子与平面图形的开关和大小是完全相同的，
三视图包括正视图、侧视图、俯视图。
(1)三视图的主视图、俯视图、左视图分别是从
物体的 

、

、

看到的物体

  
的

围成的平面图形．
(2)一个物体的三视图的排列规则是：俯视图放
在

   的下面，长度与

一样，左视图放在

    的右面，高度与         
的高度一样，宽度与 

的宽度一样，即“

、

   、

”，或说“


、

、 


”，注意虚、实线的区别．

5、空间几何体的直观图
空间几何体的直观图常用

画法来画，基本步骤是：

(1)在已知图形中取互相垂直的x轴、y轴 ，两轴相交于点O，画直观图时，把它们画成对应的x′轴、y′轴，两轴相交于O′，且使∠x′O′y′＝


(2)已知图形中平行于x轴、y轴的线段，在直观图中平行于


．
6、中心投影与平行投影
(1)平行投影的投影线

，而中心投影的投影线 


．
(2)从投影的角度看，三视图和用斜二测画法画出的直观图都是在

投影下画出来的图形．

注：空间几何体的三视图和直观图在观察角度和投影效果上的区别是：
（1）观察角度：三视图是从三个不同位置观察几何体而画出的图形；直观图是从某一点观察几何体而画出的图形；
（2）投影效果：三视图是正投影下的平面图形，直观图是在平行投影下画出的空间图形。
7、侧面积公式：直棱柱的侧面积：
[image: image10.wmf]=

S

            ，斜棱柱的侧面积：
[image: image11.wmf]=

S

            。
               圆柱的侧面积：
[image: image12.wmf]=

S

              ，圆锥的侧面积：
[image: image13.wmf]=

S

              ，
              正棱锥的侧面积：
[image: image14.wmf]=

S

              ，正棱台的侧面积：
[image: image15.wmf]=

S

              ，

              圆台的侧面积：
[image: image16.wmf]=

S

              ，球的表面积：
[image: image17.wmf]=

S

              ，
8、体积公式：柱体的体积：
[image: image18.wmf]=

V

                ，锥体的体积：
[image: image19.wmf]=

V

                ，
             台体的体积：
[image: image20.wmf]=

V

                ， 球体的体积：
[image: image21.wmf]=

V

            ，
二、典例精析

考点一、空间几何体的结构特征

1、平面内的一个四边形为平行四边形的充要条件有多个，如两组对边分别平行，类似地，写出空间中的一个四棱柱为平行六面体的两个充要条件：

充要条件①                                          

充要条件②                                           

思路解析：利用类比推理中“线
[image: image22.wmf]Þ

面”再验证一下所给出的条件是否正确即可。

解答：平行六面体实质是把一个平行四边形按某一方向平移所形成的几何体，因此“平行四边形”与“平行六四体”有着性质上的“相似性”。

	平行四边形
	平行六面体

	两组对边分别平行

一组对边平行且相等

对角线互相平分
	两组相对侧面分别平行

一组相对侧面平行且全等

对角线交于一点且互相平分


答案：两组相对侧面分别平行；一组相对侧面平行且全等；对角线交于一点且互相平行；底面是平行四边形（任选两个即可）。

2、一正方体表面沿着几条棱裁开放平得到如图的展开图，则在原正方体中（ ）

A  AB∥CD   B  AB∥EF  C  CD∥GH  D  AB∥GH

[image: image99.png]
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解答：选C。折回原正方体如图，则C与E重合，D与B重合。显见CD∥GH

3、．下列命题中，不正确的是______．

①棱长都相等的长方体是正方体

②有两个相邻侧面为矩形的棱柱为直棱柱

③有两个侧面与底面垂直的棱柱为直棱柱

④底面为平行四边形的四棱柱叫平行六面体

解析：由平行六面体、正方体的定义知①④正确；对于②，相邻两侧面垂直于底面，则侧棱垂直于底面，所以该棱柱为直棱柱，因而②正确；对于③，若两侧面平行且垂直于底面，则不一定是直棱柱．答案：③
4．下面是关于三棱锥的四个命题：

①底面是等边三角形，侧面与底面所成的二面角都相等的三棱锥是正三棱锥．

②底面是等边三角形，侧面都是等腰三角形的三棱锥是正三棱锥．

③底面是等边三角形，侧面的面积都相等的三棱锥是正三棱锥．

④侧棱与底面所成的角都相等，且侧面与底面所成的二面角都相等的三棱锥是正三棱锥．

其中，真命题的编号是______．(写出所有真命题的编号)

[image: image101.png]


解析：对于①，设四面体为D－ABC，过棱锥顶点D作底面的垂线DE，过E分别作AB，BC，CA边的垂线，其垂足依次为F，G，H，连结DF，DG，DH，则∠DFE，∠DGE，∠DHE分别为各侧面与底面所成的角，所以∠DFE＝∠DGE＝∠DHE，于是有FE＝EG＝EH，DF＝DG＝DH，故E为△ABC的内心，又因△ABC为等边三角形，所以F，G，H为各边的中点，所以△AFD≌△BFD≌△BGD≌△CGD≌△AHD，故DA＝DB＝DC，故棱锥为正三棱锥．所以为真命题．对于②，侧面为等腰三角形，不一定就是侧棱为两腰，所以为假命题．对于③，面积相等，不一定侧棱就相等，只要满足斜高相等即可，所以为假命题．对于④，由侧棱与底面所成的角相等，可以得出侧棱相等，又结合①知底面应为正三角形，所以为真命题．综上，①④为真命题．答案：①④
5、关于如图所示几何体的正确说法为________． 
①这是一个六面体　②这是一个四棱台

③这是一个四棱柱　④这是一个四棱柱和三棱柱的组合体　
⑤这是一个被截去一个三棱柱的四棱柱

答案：①②③④⑤
6、(2009年高考安徽卷)对于四面体ABCD，下列命题正确的是________．(写出所有正确命题的编号)．

①相对棱AB与CD所在的直线是异面直线；

②由顶点A作四面体的高，其垂足是△BCD三条高线的交点；

③若分别作△ABC和△ABD的边AB上的高，则这两条高的垂足重合；

④任何三个面的面积之和都大于 第四个面的面积；

⑤分别作三组相对棱中点的连线，所得的三条线段相交于一点．

解析：②中的四面体如果对棱垂直，则垂足是△BCD的三条高线的交点；③中如果AB与CD垂直，则两条高的垂足重合．答案：①④⑤
7、下面命题正确的有________个．

①长方形绕一条直线旋转一周所形成的几何体是圆柱

②过圆锥侧面上一点有无数条母线

③三棱锥的每个面都可以作为底面

④圆锥的轴截面(过轴所作的截面)是等腰三角形

解析：①②错，③④正确．①错在绕一条直线，应该是绕长方形的一条边所在的直线；②两点确定一条直线，圆锥的母线必过圆锥的顶点，因此过圆锥侧面上一点只有一条母线．答案：2
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8、给出以下命题：①底面是矩形的四棱柱是长方体；②直角三角形绕着它的一边旋转一周形成的几何体叫做圆锥；③四棱锥的四个侧面可以都是直角三角形．其中说法正确的是__________．

解析：命题①不是真命题，因为底面是矩形，若侧棱不垂直于底面，这时
四棱柱是斜四棱柱；命题②不是真命题，直角三角形绕着它的一条直角边旋转一周
形成的几何体叫做圆锥，如果绕着它的斜边旋转一周，形成的几何体则是两个具有
共同底面的圆锥；命题③是真命题，如图所示，在四棱锥P-ABCD中，底面ABCD是
矩形，PA⊥平面ABCD，则可以得到四个侧面都是直角三角形．故填③.

9、下列结论正确的是    
①各个面都是三角形的几何体是三棱锥

②以三角形的一条边所在直线为旋转轴，其余两边旋转形成的曲面所围成的几何体叫圆锥

③棱锥的侧棱长与底面多边形的边长相等，则该棱锥可能是正六棱锥

④圆锥的顶点与底面圆周上的任意一点的连线都是母线

[image: image103.png]


解析：①错误．如图(1)所示，由两个结构相同的三棱锥叠放在一起构成的几何体，各面都是三角形，但它不是棱锥．

②错误．如图(2)(3)所示，若△ABC不是
直角三角形，或是直角三角形但旋转轴不是
直角边，所得的几何体都不是圆锥．

③错误．若六棱锥的所有棱长都相等，
则底面多边形是正六边形．由几何图形知，若以正六边形为底面，侧棱长必然要大于底面边长．

[image: image104.png]


④正确．答案：④
10、如果四棱锥的四条侧棱都相等，就称它为“等腰四棱锥”，四条侧棱称为它
的腰，以下四个命题中，假命题是________．

①等腰四棱锥的腰与底面所成的角都相等

②等腰四棱锥的侧面与底面所成的二面角都相等或互补

③等腰四棱锥的底面四边形必存在外接圆

④等腰四棱锥的各顶点必在同一球面上

解析：①如图，∵SA=SB=SC=SD，∴∠SAO=∠SBO=∠SCO=∠SDO，即等腰四棱锥腰与底面所成的角相等，正确；②等腰四棱锥的侧面与底面所成的二面角相等或互补不一定成立；③如图，由SA=SB=SC=SD得OA=OB=OC=OD，即等腰四棱锥的底面四边形存在外接圆，正确；④等腰四棱锥各顶点在同一个球面上，正确．故选②.答案：②
考点二、空间几何体的三视图
1将正三棱柱截去三个角（如图1所示
[image: image23.wmf]ABC

，

，

分别是
[image: image24.wmf]GHI

△

三边的中点）得到几何体如图2，则该几何体按图2所示方向的侧视图（或称左视图）为（    ）

 SHAPE \* MERGEFORMAT 



解：在图2的右边放扇墙(心中有墙),可得答案A
点评：本题主要考查三视图中的左视图，要有一定的空间想象能力。

2、由大小相同的正方体木块堆成的几何体的三视图如图所示，则该几何体中正方体木块的个数是          ．
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解：以俯视图为主，因为主视图左边有两层，表示俯视图中左边最多有两个木块，再看左视图，可得木块数如右图所示，因此这个几何体的正方体木块数的个数为5个。

点评：从三视图到确定几何体，应根据主视图和俯视图情况分析，再结合左视图的情况定出几何体，最后便可得出这个立体体组合的小正方体个数。

3、如下的三个图中，上面的是一个长方体截去一个角后所得多面体的直观图，它的正视图和侧视图在下面画出（单位：cm）.在正视图下面，按照画三视图的要求画出该多面体的俯视图。

[image: image111.png]



思路解析：根据正视图和侧视图可确定出点G、F的位置，从而可以画出俯视图。

[image: image112.png]00



解答：如图：

考点三、空间几何体的直观图

1、如图是一个几何体的三视图，用斜二测画法画出它的直观图。

[image: image113.png]


2、已知正三角形ABC的边长为a,那么ΔABC的平面直
观图Δ
[image: image26.wmf]'''

ABC

的面积为            

思路解析：（1）三视图
[image: image27.wmf]®

确定几何体结构
[image: image28.wmf]®

画直观图
（2）根据规则求出Δ
[image: image29.wmf]'''

ABC

的高即可。

解答：（1）由三视图知该几何体是一个简单的组合体，
它的下部是一个不在此列四棱台，上部是一个正四棱锥。

画法：①画轴。如图①，画x轴、y轴、z轴,使∠xOy=450,∠xOz=900.

②画底面。利用斜二测画法画出底面ABCD，在z轴上截取
[image: image30.wmf]'

O

使
[image: image31.wmf]O


[image: image32.wmf]'

O

等于三视图中相应高度，过
[image: image33.wmf]'

O

作
[image: image34.wmf]Ox

的平行线
[image: image35.wmf]''

Ox

，Oy的平行线
[image: image36.wmf]''

Oy

，利用
[image: image37.wmf]''

Ox

与
[image: image38.wmf]''

Oy

画出底面
[image: image39.wmf]''''

ABCD

；

③画正四棱锥顶点。在Oz上截取点P，使P
[image: image40.wmf]'

O

等于三视图中相应的高度；
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④成图。连接
[image: image41.wmf]''''''''
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、

、

、

、

、

、

、

，整理得到三视图表示的几何体的直观图如图②所示
（2）如图③、④所示的实际图形和直观图。
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由图可知，
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在图④中作
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∴
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答案：
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考点四  截面问题

1、棱长为2的正四面体的四个顶点都在同一个球面上，
若过该球球心的一个截面如图所示，求图中三角形（正四面体的截面）的面积。

思路解析：截面过正四面体的两顶点及球心，则必过对棱的中点。

解答：如图，ΔABE为题中的三角形，
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由已知得AB=2，BE=
[image: image48.wmf]3
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，∴ΔABE的面积为
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注：解决这类问题的关键是准确分析出组合体的结构特征，发挥自己的空间想象能力，把立体图和截面图对照分析，找出几何体中的数量关系。与球有关的截面问题为了增加图形的直观性，解题时常常画一个截面圆起衬托作用。
2、过半径为2的球O表面上一点A作球O的截面，若OA与该截面所成的角是60°，则该截面的面积是________．

解析：设截面的圆心为O′，由题意得：∠OAO′＝60°，O′A＝1，S＝π·12＝π.答案：π
3、．(2009年高考辽宁卷改编)如果把地球看成一个球体，求地球上北纬60°纬线长和赤道线长的比值．

解：设地球的半径为R，那么对应的赤道线的大圆的半径为R，而对应的北纬60°纬线所在的小圆的半径为eq \f(1,2)R，那么它们对应的长度之比为eq \f(1,2)R∶R＝eq \f(1,2).  即所求比值为eq \f(1,2).
4、下列三个命题，其中正确的有________个．

①用一个平面去截棱锥，棱锥底面和截面之间的部分是棱台；②两个底面平行且相似，其余各面都是梯形的多面体是棱台；③有两个面互相平行，其余各面都是等腰梯形的六面体是棱台．

[image: image116.jpg]


解析：①中的平面不一定与底面平行，②③可用反例图去验证．答案：0
5、(2008年高考江西卷)如图(1)，一个正四棱柱形的密闭
容器水平放置，其底部镶嵌了同底的正四棱锥形实心装饰块，
容器内盛有a升水时，水面恰好经过正四棱锥的顶点P.如果
将容器倒置，水面也恰好过点P(图(2)) 
有下列四个命题：

A．正四棱锥的高等于正四棱柱高的一半

B．将容器侧面水平放置时，水面也恰好过点P
C．任意摆放该容器，当水面静止时，水面都恰好经过点P
D．若往容器内再注入a升水，则容器恰好能装满．

其中真命题的代号是：______(写出所有真命题的代号)．

解析：设正四棱柱底面边长为b，高为h1，正四棱锥高为h2，则原题图(1)中水的体积为b2h2－eq \f(1,3)b2h2＝eq \f(2,3)b2h2，图(2)中水的体积为b2h1－b2h2＝b2(h1－h2)，

所以eq \f(2,3)b2h2＝b2(h1－h2)，所以h1＝eq \f(5,3)h2，故A错误，D正确．

对于B，当容器侧面水平放置时，P点在长方体中截面上，又水占容器内空间的一半，所以水面也恰好经过P点，故B正确．对于C，假设C正确，当水面与正四棱锥的一个侧面重合时，经计算得水的体积为eq \f(25,36)b2h2>eq \f(2,3)b2h2，矛盾，故C不正确．答案：BD
考点五  几何体的展开与折叠

几何体的表面积，除球以外，都是利用展开图求得的。利用了空间问题平面化的思想。把一个平面图形折叠成一个几何体，再研究其性质，是考查空间想象能力的常用方法，所以几何体的展开与折叠是高考的一个热点；

（1）多面体的展开图：①直棱柱的侧面展开图是矩形；②正棱锥的侧面展开图是由一些全等的等腰三角形拼成的，底面是正多边形；③正棱台的侧面展开图是由一些全等的等腰梯形拼成的，底面是正多边形。
（2）旋转体的展开图：①圆柱的侧面展开图是矩形，矩形的长是底面圆周长，宽是圆柱的母线长；②圆锥的侧面展开图是扇形，扇形的半径是圆锥的母线长，弧长是圆锥的底面周长；③圆台的侧面展开图是扇环，扇环的上、下弧长分别为圆台的上、下底面周长。
[image: image117.png]


注：圆锥中母线长
[image: image52.wmf]l

与底面半径r和展开图扇形中半径和弧长间的关系及符号容易混淆。

1、如图所示，长方体的长、宽、高分别为4 cm,3 cm,5 cm，
一只蚂蚁从A到C1点沿着表面爬行的最短距离是多少？

解：长方体ABCD－A1B1C1D1的表面可如下图三种方法
展开后，A、C1两点间的距离分别为：

eq \r((5＋4)2＋32)＝3eq \r(10)，eq \r((5＋3)2＋42)＝4eq \r(5)，eq \r((3＋4)2＋52)＝eq \r(74)，
[image: image118.png]


三者比较得eq \r(74)是从点A沿表面到C1的最短距离，∴最短距离是eq \r(74) cm.
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2．(2009年高考全国卷Ⅱ改编)纸制的正方体的六个面根据其方位分别标记为上、下、东、南、西、北，现在沿该正方体的一些棱将正方体剪开，外面朝上展平，得到如图的平面图形，则标“△”的面的方位是________．
解析：将所给图形还原为正方体，如图所示，最上面为△，最左面为东，最里面为上，将正方体旋转后让东面指向东，让“上”面向上可知“△”的方位为北．答案：北
3、、有一根长为3πcm,底面半径为1cm的圆柱形铁管，用一段铁丝在铁管上缠绕2圈，并使铁丝的两个端点落在圆柱的同一母线的两端，则铁丝的最短长度为多少？

思路解析：把圆柱沿这条母线展开，将问题转化为平面上两点间的最短距离。

解答：把圆柱侧面及缠绕其上的铁丝展开，在平面上得到矩形ABCD（如图），

[image: image53.png](AVAl]




由题意知BC=3πcm，AB=4πcm，点A与点C分别是铁丝的起、止位置，故线段AC的长度即为铁丝的最短长度。AC=
[image: image54.wmf]22

ABBC

+

5πcm，

[image: image121.png]15>
D



故铁丝的最短长度为5πcm。
4、如图所示，在等腰梯形ABCD中，AB=2DC=2，∠DAB=60°，E为AB的中点，
将△ADE与△BEC分别沿ED、EC向上折起，使A、B重合，求形成的三棱锥
[image: image122.png]


的外接球的体积. 
[image: image55.wmf]p
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5、如图所示，在直三棱柱ABC-A1B1C1中，底面为直角三角形，
∠ACB=90°，AC=6，BC=CC1=
[image: image56.wmf]2

.

P是BC1上一动点，则CP+PA1的最小值是        .

答案  5
[image: image57.wmf]2


6.如图所示，正△ABC的边长为4，D、E、F分别为各边中点，M、N、P分别为BE、DE、EF的中点，将△ABC沿DE、EF、DF折成了三棱锥以后.

[image: image123.png]


（1）∠MNP等于多少度？60°

（2）擦去线段EM、EN、EP后剩下的几何体是什么？其侧面积为多少？
[image: image58.wmf]4
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考点六  几何体的面积和体积
1、几何体的面积：①高考中对几何体的表面积的考查一般在客观题中，借以考查空间想象能力和运算能力，只要正确把握几何体的结构，准确应用面积公式，就可以顺利解决；②多面体的表面积是各个面的面积之和。圆柱、圆锥、圆台的侧面是曲面，计算侧面积时需要将这个曲面展为平面图形计算，而表面积是侧面积与底面圆的面积之和；③组合体的表面积应注意重合部分的处理。
2、几何体的体积：求锥体的体积，要选择适当的底面和高，然后应用公式
[image: image59.wmf]1
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进行计算即可。常用方法为：割补法和等积变换法：①割补法：求一个几何体的体积可以将这个几何体分割成几个柱体、锥体，分别求出锥体和柱体的体积，从而得出几何体的体积；②等积变换法：利用三棱锥的任一个面可作为三棱锥的底面。①求体积时，可选择容易计算的方式来计算；②利用“等积性”可求“点到面的距离”。
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1、 如图所示,半径为R的半圆内的阴影部分以直径AB所在直线为轴,
旋转一周得到一几何体,求该几何体的表面积(其中∠BAC=30°)及其体积.

答案：
[image: image60.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]p

R2，
[image: image62.wmf]6
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 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]p

R3.
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2、一个正三棱台的上、下底面边长分别是3 cm和6 cm,高是
[image: image64.wmf]2

3

 cm,

（1）求三棱台的斜高；

（2）求三棱台的侧面积和表面积.

[image: image126.png]


答案：三棱台斜高为
[image: image65.wmf]3

 cm,侧面积为
[image: image66.wmf]2
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27

 cm2，表面积为
[image: image67.wmf]4
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 cm2.

3、如图是一个几何体的三视图，根据图中数据，可得该几何体的表面积是             
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思路解析：三视图
[image: image69.wmf]®

直观图（圆柱与球的组合体）
[image: image70.wmf]®

圆柱的底面半径、高及球半径
[image: image71.wmf]®

代入公式求解

解答：由三视图可知，该几何体是由一个球和圆柱组合而成的几何体，球的直径为2，圆柱的底面直径为2，高为3，则
[image: image72.wmf]22
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，∴几何体的表面积为S=4π+8π=12π。答案：12π
4、一个四棱锥和一个三棱锥恰好可以拼接成一个三棱柱，这个四棱锥的底面为正方形，且底面边长与各侧棱长相等，这个三棱锥的底面边长与各侧棱长也都相等．设四棱锥、三棱锥、三棱柱的高分别为h1，h2，h3，求h1∶h2∶h3的值．

解：选依题意，四棱锥为正四棱锥，三棱锥为正三棱锥，且棱长均相等，设为a，h2＝h3，h1＝ eq \r(a2－(\f(\r(2),2)a)2)＝eq \f(\r(2),2)a，h2＝ eq \r(a2－(\f(\r(3),3)a)2)＝eq \f(\r(6),3)a，故h1∶h2∶h3＝eq \r(3)∶2∶2.
5、．一个等腰直角三角形的三个顶点分别在正三棱柱的三条侧棱上．已知正三棱柱的底面边长为2，求该三角形的斜边长．

[image: image127.png]



解：如图，正三棱柱ABC－A1B1C1中，△ABC为正三角形，边长为2，
△DEF为等腰直角三角形，DF为斜边，设DF长为x，则DE＝EF＝eq \f(\r(2),2)x，
作DG⊥BB1，HG⊥CC1，EI⊥CC1，

则EG＝eq \r(DE2－DG2)＝eq \r(\f(x2,2)－4)，FI＝eq \r(EF2－EI2)＝eq \r(\f(x2,2)－4)，
FH＝FI＋HI＝FI＋EG＝2eq \r(\f(x2,2)－4)，在Rt△DHF中，DF2＝DH2＋FH2，
即x2＝4＋(2eq \r(\f(x2,2)－4)))2，解得x＝2eq \r(3).即该三角形的斜边长为2eq \r(3).
6、（10全国卷1）已知在半径为2的球面上有A、B、C、D四点，若AB=CD=2,则四面体ABCD的体积的最大值为（    ）  （A）[image: image73.wmf]23

3

        (B)[image: image74.wmf]43
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      (C) [image: image75.wmf]23

       (D) [image: image76.wmf]83
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  答案】B
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7、（10北京）如图，正方体[image: image77.wmf]1111

ABCD-ABCD

的棱长为2，动点E、F在棱[image: image78.wmf]11

AB

上。点Q是CD的中点，动点P在棱AD上，若EF=1，DP=x，[image: image79.wmf]1

A

E=y(x,y大于零)，则三棱锥P-EFQ的体积：【答案】 C

（A）与x，y都有关；             （B）与x，y都无关；

（C）与x有关，与y无关；        （D）与y有关，与x无关；

8、、一个正三棱锥的底面边长为6，侧棱长为
[image: image80.wmf]15

，求这个三棱锥的体积。

思路解析：本题为求棱锥的体积问题。已知底面边长和侧棱长，可先求出三棱锥的底面积和高，再根据体积公式求出其体积。

解答：如图所示，正三棱锥S-ABC。设H为正三角形ABC的中心，连接SH，则SH的长即为该正三棱锥的高。连接AH并延长交BC于E，则E为BC的中点，且AH⊥BC。

∵ΔABC是边长为6的正三角形，∴AE=
[image: image81.wmf]3
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 AE= 2
[image: image83.wmf]3

。在ΔABC中，
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9、、(2008年高考湖北卷)用与球心距离为1的平面去截球，所得的截面面积为π，则球的体积为________．

解析：截面圆的半径为1，又球心到截面距离等于1，所以球的半径R＝eq \r(2)，故球的体积V＝eq \f(4,3)πR3＝eq \f(8,3)

eq \r(2)π.答案：eq \f(8\r(2)π,3)
10、在三棱锥A－BCD中，侧棱AB、AC、AD两两垂直，△ABC，△ACD，△ADB的面积分别为eq \f(\r(2),2)，eq \f(\r(3),2)，eq \f(\r(6),2)，则该三棱锥的体积为________．

解析：eq \f(1,2)AB·AC＝eq \f(\r(2),2)，eq \f(1,2)AD·AC＝eq \f(\r(3),2)，eq \f(1,2)AB·AD＝eq \f(\r(6),2)，∴AB＝eq \r(2)，AC＝1，AD＝eq \r(3).∴V＝eq \f(1,3)·eq \f(1,2)·1·eq \r(2)·eq \r(3)＝eq \f(\r(6),6).答案：eq \f(\r(6),6)
11、(2010年福建厦门检测)已知一个球与一个正三棱柱的三个侧面和两个底面相切，若这个球的体积是eq \f(32π,3)，则这个三棱柱的体积是________．

解析：由eq \f(4,3)πR3＝eq \f(32π,3)，得R＝2.∴正三棱柱的高h＝4.设其底面边长为a，则eq \f(1,3)·eq \f(\r(3),2)a＝2.∴a＝4eq \r(3).∴V＝eq \f(\r(3),4)(4eq \r(3))2·4＝48eq \r(3).答案：48eq \r(3)
14、(2009年高考陕西卷改编)若正方体的棱长为eq \r(2)，则以该正方体各个面的中心为顶点的凸多面体的体积为________．

解析：所求八面体体积是两个底面边长为1，高为eq \f(\r(2),2)的四棱锥的体积和，一个四棱锥体积V1＝eq \f(1,3)×1×eq \f(\r(2),2)＝eq \f(\r(2),6)，故八面体体积V＝2V1＝eq \f(\r(2),3).答案：eq \f(\r(2),3)
12、(2009年高考全国卷Ⅰ)已知OA为球O的半径，过OA的中点M且垂直于OA的平面截球面得到圆M.若圆M的面积为3π，则球O的表面积等于__________．

解析：由题意得圆M的半径r＝eq \r(3)，又球心到圆M的距离为eq \f(R,2)，由勾股定理得R2＝r2＋(eq \f(R,2))2，∴R＝2，则球的表面积为4π×22＝16π.答案：16π
13、(2009年高考江西卷)体积为8的一个正方体，其全面积与球O的表面积相等，则球O的体积等于________．

解析：设正方体棱长为a，则a3＝8，∴a＝2.

∵S正方体＝S球，∴6×22＝4πR2，∴R＝ eq \r(\f(6,π)).

V球＝eq \f(4,3)πR3＝eq \f(4,3)π( eq \r(\f(6,π)))3＝eq \f(8\r(6π),π).答案：eq \f(8\r(6π),π)
14、若长方体的三个共顶点的面的面积分别是eq \r(2)，eq \r(3)，eq \r(6)，则长方体的体积是__．

解析：可设长方体同一个顶点上的三条棱长分别为a，b，c，列出方程组eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(ab＝\r(2)，,bc＝\r(3)，,ac＝\r(6)，))解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a＝\r(2)，,b＝1，,c＝\r(3).))所以长方体的体积V＝1×eq \r(2)×eq \r(3)＝eq \r(6).

15、在一个锥体中，作平行于底面的截面，若这个截面面积与底面面积之比为1∶3，则锥体被截面所分成的两部分的体积之比为________

解析：利用一个锥体被平行于底面的截面所截得的小锥体与原锥体体积之比等于相似比的立方，而这个截面面积与底面面积之比等于相似比的平方．

答案：1∶3eq \r(3)
16、(2010年南通调研)正方体ABCD－A1B1C1D1的棱长为2eq \r(3)，则四面体A－B1CD1的外接球的体积为________．

解析：四面体A－B1CD1的外接球即为正方体的外接球，所以2r＝eq \r(3×(2\r(3))2).∴r＝3，V球＝eq \f(4,3)πr3＝eq \f(4,3)π×27＝36π.答案：36π
17、(2009年高考宁夏、海南卷)如图，在三棱锥P－ABC中，△PAB是等
边三角形，∠PAC＝∠PBC＝90°.

(1)证明：AB⊥PC；

(2)若PC＝4，且平面PAC⊥平面PBC，求三棱锥P－ABC的体积．

解：(1)证明：因为△PAB是等边三角形，

∠PAC＝∠PBC＝90°，

所以Rt△PBC≌Rt△PAC，可得AC＝BC.

如图，取AB中点D，连结PD、CD，

则PD⊥AB，CD⊥AB，所以AB⊥平面PDC，

所以AB⊥PC.

(2)作BE⊥PC，垂足为E，连结AE.

因为Rt△PBC≌Rt△PAC，

所以AE⊥PC，AE＝BE.

由已知，平面PAC⊥平面PBC，故∠AEB＝90°.

因为Rt△AEB≌Rt△PEB，

所以△AEB，△PEB，△CEB都是等腰直角三角形．

由已知PC＝4，得AE＝BE＝2，

△AEB的面积S＝2.

因为PC⊥平面AEB，

所以三棱锥P－ABC的体积V＝eq \f(1,3)×S×PC＝eq \f(8,3).
18、如图，已知AB⊥平面ACD，DE⊥平面ACD，△ACD为等边三角形，AD＝DE＝2AB＝2，F为CD的中点．

(1)求证：AF⊥平面CDE；

(2)求证：AF∥平面BCE；

(3)求四棱锥C－ABED的体积．

解：(1)证明：∵F为等边三角形CD边上的中点，

∴AF⊥CD，

∵DE⊥平面ACD，AF⊂平面ACD，

∴AF⊥DE，

又CD∩DE＝D，∴AF⊥平面CDE.
(2)证明：取CE的中点G，连FG、BG.∵F为CD的中点，

∴GF∥DE且GF＝eq \f(1,2)DE.

∵AB⊥平面ACD，DE⊥平面ACD，

∴AB∥DE，∴GF∥AB.

又AB＝eq \f(1,2)DE，∴GF＝AB.

∴四边形GFAB为平行四边形，则AF∥BG.

∵AF⊄平面BCE，BG⊂平面BCE，∴AF∥平面BCE.

(3)取AD中点M，连结CM，

∵△ACD为等边三角形，则CM⊥AD，

∵DE⊥平面ACD，且DE⊂平面ABED，

∴平面ACD⊥平面ABED，

又平面ACD∩平面ABED＝AD，∴CM⊥平面ABED，

∴CM为四棱锥C－ADEB的高，

∴V＝eq \f(1,3)CM·SABED＝eq \f(1,3)AF·SABED＝eq \r(3).
19、、(2010年广州质检)如图，A1A是圆柱的母线，AB是圆柱底面圆的直径，C是底面圆周上异于A、B的任意一点，A1A＝AB＝2.

(1)求证：BC⊥平面A1AC；

(2)求三棱锥A1－ABC的体积的最大值．

解：(1)证明：∵C是底面圆周上异于A、B的任意一点，且AB是圆柱底面圆的直径，

∴BC⊥AC.

∵AA1⊥平面ABC，BC[image: image85.png]


平面ABC，

∴AA1⊥BC.

∵AA1∩AC＝A，AA1[image: image86.png]


平面AA1C，AC[image: image87.png]


平面AA1C， ∴BC⊥平面AA1C.

(2)设AC＝x，在Rt△ABC中，

BC＝eq \r(AB2－AC2)＝eq \r(4－x2)(0＜x＜2)，

故VA1－ABC＝eq \f(1,3)S△ABC·AA1＝eq \f(1,3)·eq \f(1,2)·AC·BC·AA1＝eq \f(1,3)xeq \r(4－x2)(0＜x＜2)，

即VA1－ABC＝eq \f(1,3)xeq \r(4－x2)＝eq \f(1,3)

eq \r(x2(4－x2))＝eq \f(1,3)

eq \r(－(x2－2)2＋4).

∵0＜x＜2,0＜x2＜4，∴当x2＝2，即x＝eq \r(2)时，

三棱锥A1－ABC的体积最大，其最大值为eq \f(2,3).
20、四面体的六条棱中，有五条棱长都等于a.
(1)求该四面体的体积的最大值；

(2)当四面体的体积最大时，求其表面积.
解析：(1)如图，在四面体ABCD中，设AB=BC=CD=AC=BD=a,AD=x,取AD的中点为P，BC的中点为E，连接BP、EP、CP.   得到AD⊥平面BPC,  ∴VA—BCD=VA—BPC+VD—BPC
= 
[image: image88.wmf]1

3

·S△BPC·AP+
[image: image89.wmf]1

3

S△BPC·PD=
[image: image90.wmf]1

3

·S△BPC·AD
[image: image91.wmf]22

2222

11xaa

=aa--x=(3a-x)x

324412

×××


≤
[image: image92.wmf]2

3

a3a1

=a

1228

×

 (当且仅当x=
[image: image93.wmf]6

a

2

时取等号).

∴该四面体的体积的最大值为
[image: image94.wmf]1

8

a3.)
考点七  外接与内切

1、（1）棱长为1的正方体的外接球与内切球（切与各面）的表面积之比。

      （2）棱长为1的正四面体的外接球与内切球（切与各面）的体积之比。


2、如图所示，已知正四棱锥S—ABCD中，底面边长为a,侧棱长为
[image: image95.wmf]2

a.

（1）求它的外接球的体积；

（2）求它的内切球的表面积.

3、（昆明一中三次月考理）四面体ABCD中，共顶点A的三条棱两两相互垂直，且其长分别为[image: image96.wmf]3

6

1

、

、

，若四面体的四个顶点同在一个球面上，则这个球的表面积为　　　　[image: image97.wmf]16
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