
“方程的根与函数零点”的教学实践与思考

张跃红（南京师范大学附属中学  210003）

不久前，读了钱珮铃老师的一篇文章[1]，文中提到对于“方程的根与函数零点”的教学宜“用一种联系、运动变化的观点来认识和处理”．对此观点，我深受启发．在讲授此内容时，我利用这一观点进行了一次实践．本文纪录了教学过程，并就此谈一些感受和体会，供同行参考，不妥之处，敬请指正．

1   创设情景  提出问题

    数学教学应当从问题开始，教师首先提出问题．

    问题1：方程8x2－29x＋5＝0有实数根吗？你能用多少种方法解决这个问题．

2   体现思想  形成定义

生1：计算判别式△的值．因为△>0，所以方程有实根．

这是很常规的方法，虽然方程的系数有点大，但是可以借助计算器．

生2：设
[image: image38.emf]，可以确定其开口向上，再找出对称轴，画出图象，从图象上就可以看出有实根了．

这里至少有两点是可贵的：一是把方程与函数联系起来，通过函数来研究方程；二是想到了画图，数形结合！

师：你是怎么想到的呢？

“想到”是对“知道”的挖掘，教师企图挖掘背后的思维过程．

生2：我们在初中就讲过（学过）．

开始把当前的问题与已有的知识、经验联系起来．

师：初中是怎么讲的？

教师并没有叙述初中学生学过的知识，而是引导学生回忆，再现．

学生把初中学习过的有关一元二次方程、二次函数、二次函数图象的关系叙述了一遍，基本上重复了教科书[5]（P74）上的内容．

    生3：既然已经知道
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的图象开口向上，那么不妨将其配方求出最小值，然后与0比较大小．因为最小值小于0，所以方程有实根．

生3的想法也不错！利用函数的最值解决问题，是我们经常采用的方法．

课堂变得热闹起来，学生们跃跃欲试．

生4：我觉得只要画出
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的草图（即开口向上的抛物线）就可以了．再找到两个数a、b，求出
[image: image4.wmf])

(

a

f

和
[image: image5.wmf])

(

b

f

的值，若
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，就说明在区间（a，b）上一定有一个实数根．

师：你找到a、b的值了吗？

生4：a=0，b=1．很容易看出f (0)=5>0，f (1)= 8-29+5<0，所以方程在区间（0，1）上一定有一个实根．

    师：你真聪明！（学生们也为他鼓起掌来）那你怎么想到的呢？

生4：我看到它的系数有点大，画出精确的图象有些繁，就想到了画草图，找到a、b，再求它们的函数值．

在学生用初中知识，运用函数
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的图象这个工具，解释方程有实数解后，教师给出了函数零点的概念．

3   思辨体会  获得判定方法

师：生4利用函数
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在区间[a，b]上有
[image: image9.wmf]0

)

(

)

(

<

b

f

a

f

，找到了函数的零点，那么是否可以说满足了这个条件，函数
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在区间（a，b）上一定存在零点？

同学们议论起来．很快就有人说“不一定．”

师：请举个例子．

生5：
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，在区间[－1，1]上有
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，但是
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＝0在（－1，1）上没有实数根．

大家都觉得这个例子很精彩，有人鼓掌．确实，举反例常常不是件容易的事．

师：对于函数
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，同样满足在区间[a，b]上有
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，为什么一个存在零点而另一个却不存在零点？

教室里很安静．过了一会儿，学生开始小声讨论，继而有学生举手要求发言．

生6：函数
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的图象是连续的，而
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的图象却是断开的．

其他学生也频频点头，表示同意．

师：是不是函数图象连续且满足在区间[a，b]上有
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，函数
[image: image23.wmf])

(

x

f

y

=

在区间（a，b）上就一定存在零点呢？ 

学生纷纷动手画起图来．有的画的是熟悉的函数图象（比如二次函数、指数函数、对数函数等等），有的画的是不熟悉的，通过反复验证，他们得出了结论：

若函数
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在区间[a，b]上存在零点，必须满足两个条件，一是函数
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在闭区间[a，b]上的图象是连续不断的一条曲线（即“连续”）；二是函数
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在区间端点的值异号（即“异号”）．

师：如果这两个条件即“连续”和“异号”，现有一个或两个条件不成立，那么函数还是否存在零点？

学生三三两两地讨论起来．经过画图象，举反例，反复验证，他们发现函数可能有零点，一些学生还主动上黑板画出了图象（如图1~3．图1是不满足“异号”，图2是不满足“连续”，图3是两个条件都不满足）．
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同时他们发现也可能没有零点，举出了没有零点的反例，画出了它们的图象，这里就不再一一赘述．因此，“连续”和“异号”这两个条件是函数在闭区间内有零点的充分条件！

    师：如果函数
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在区间[a，b]上有零点，那么一定只有一个吗？

学生们纷纷表示“不一定”，并有几个学生上黑板画出了（图4~6）图象．
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师：如果有且只有一个零点的话，还需要满足什么条件吗？

学生又进行了热烈地讨论，最后得到要满足3个（充分）条件：（1）函数
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的图象在区间[a，b]上连续；（2）
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；（3）函数
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在区间[a，b]上单调．

4   学以致用  拓展延伸

教师接着让学生研究：方程lgx＋2x－6＝0是否有实数根，并估计它所在区

间．

大多数学生采用，在同一个坐标系中同时画出函数y＝lgx与函数y＝6－2x

的图象（图7），估计出它们交点的横坐标所在的区间是（1，3），这并不困难．

教师再用几何画板画出函数
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＝lgx＋2x－6的图象，同样判断函数


[image: image32.wmf])
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＝ lgx＋2x－6在区间（1，3）上有一个零点．这为下一节课用“二分法”

缩小区间长度寻找这个解的近似值打下伏笔．

5   反思设计  反思过程

   （1）“方程的根与函数零点”是“课标”教材新增内容，之所以要引进这一内容，根本的原因是要用函数的观点统帅中学代数，把所有中学代数问题纳入函数的思想下．“函数的零点”这个概念，就是学生初中所学习过的“一元二次方程ax2＋bx＋c＝0（a≠0）的根就是相应的二次函数f（x）＝ax2＋bx＋c的图象与x轴的交点的横坐标”的直接推广．学生经历的是特殊问题一般化的过程，他们可以用这个旧知识来同化新知识．在确定本课的教学重点时，虽然在知识上可以只把具体知识——函数零点的概念及其存在性的判定方法作为重点，但是在整体上，在我们教师自己的心中一定还需要有一个明确的目标——用一种联系、运动变化的观点来思考和认识问题，揭示方程的根与函数零点之间的内在联系，知识是一个载体！ 
   （2）如何创设“函数零点”的“问题情境”，我是经过认真思考的．为了激发学生的求知欲，使学生感受到学习本内容的必要性，我也曾想直接开门见山，给出一个不能用已学方法求解的方程（如lgx+x-3=0），同时给出相应的函数图象来引出“函数与方程”这一内容和本课题．但是，考虑到教科书的编写是从学生已有的知识出发，回忆初中已经学习过二次函数的图象与一元二次方程的关系引入函数零点的概念，所以笔者索性选择了“方程8x2－29x＋5＝0有实数根吗？你能用多少种方法解决这个问题．”笔者适当放大了方程的系数并且提出有“多少种方法”，目的是不至于让全体学生都采用根的判别式来判定．实践证明，在解决此问题过程中，结合学生提出的种种方法，不但复习了二次函数的图象与一元二次方程的关系，顺势提出了函数零点的定义，而且还可以使学生较容易地将前后所学知识联系起来，弄清知识之间的内在关系，有利于理解和掌握新知识，同时感受到学习新知识的必要性．
   （3）本课内容，从几何直观入手为思维活动提供直观背景，对于新知识的获得是有积极意义的．函数零点概念的教学，笔者就是从判断二次方程根的问题（即问题1）入手，利用学生熟悉的二次函数的图象，从特殊到一般，从具体到抽象，突出方程的根与函数零点的联系，从几何直观上感觉和认识函数的零点，进而形成函数零点的概念；对于零点存在的条件，高中阶段不可能也不必要加以证明．重点就是让学生通过函数图象，直观感受零点存在的条件．基于此，笔者精心设计了一个个“好问题”，通过这些“好问题”，让学生参与到课堂中来，亲自动手画图，举反例，从几何直观上感觉和认识零点存在的条件，同时在画图中也加深了对函数概念的认识和理解．
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