
同步练习第三章
第一节函数与方程
一. 教学内容：
函数与方程
二. 考纲要求
5、函数与方程
（1）结合二次函数的图象，了解函数的零点与方程根的联系，判断一元二次方程根的存在性及根的个数。
（2）根据具体函数的图象，能够用二分法求相应方程的近似解。
6、函数模型及其应用
（1）指数函数、对数函数以及幂函数的增长特征．知道直线上升、指数增长、对数增长等不同函数类型增长的含义。
（2）函数模型（如指数函数、对数函数、幂函数、分段函数等）在社会生活中普遍使用的函数模型）的广泛应用。
【典型例题】
（一）函数与方程部分
  例1、求函数[image: image1.wmf]6
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分析：函数[image: image2.wmf]6
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解析：[image: image4.wmf])
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[image: image5.wmf])
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解[image: image6.wmf]0
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∴函数[image: image9.wmf]6
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的零点为－3，1，2。

点评：求三次函数的零点关键是因式分解，而三次函数是容易进行分解因式的或者是已经分解好的。
  例2、若函数[image: image10.wmf]a
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的定义域是一切实数，求实数a的取值范围。

分析：[image: image11.wmf]c
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解析：∵a≠0


∴对一切实数x，不等式[image: image13.wmf]³
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î

ï

í

ì

£

×

-

-

=

D

>

\

0

a

1

a

4

)

a

(

0

a

2



解得[image: image15.wmf]2
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点评：这是与定义域有关的逆向思维问题，即先知道了函数的定义域然后求字母范围，最后转化为含字母系数的一元二次不等式恒成立的问题。
  例3、借助计算机或计算器用二分法求函数[image: image16.wmf]x
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分析：使用计算器或计算机，最好使用几何画板软件，画出函数图象，数形结合，用二分法去求函数零点的近似值，同时注意精确度要求。

解析：利用计算机作出函数f(x)的图象如图所示。[image: image17.wmf]43
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，取区间（2，3）的中点[image: image18.wmf]5
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点评：用二分法求出函数的零点近似值，进而求出相应方程根的近似值，是求方程根近似值的常用方法。
  例4、借助计算机或计算器，利用二分法求下列各组函数图象交点的横坐标（精确到0.1）

（1）[image: image30.wmf]1
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（2）[image: image31.wmf]4
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分析：首先在同一坐标系中画出各组函数图象，直观地观察交点位置，然后再转化为用二分法求函数[image: image32.wmf])
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解析：（1）在同一坐标系中作出[image: image33.wmf]1
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的图象，如下图所示。
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令[image: image36.wmf]2
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，借助计算机画出[image: image37.wmf])
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∴函数h(x)的零点[image: image39.wmf]Î
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同理，可得[image: image43.wmf]Î
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精确到0.1的零点为0.7，
即函数f(x)与g(x)的图象交点的横坐标的近似值为0.7。
（2）仿照（1）可得出两函数图象交点的横坐标的近似值为3.2。
点评：求方程[image: image48.wmf]0
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  例5、已知二次函数[image: image52.wmf]1
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在区间［－1，1］内至少存在一个实数c，使[image: image53.wmf]0
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D、（[image: image57.wmf]2
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分析：因涉及至多、至少的问题，故可从命题的否定入手，再求补集。
解析：二次函数[image: image59.wmf])
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即[image: image63.wmf]ï
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整理得：[image: image64.wmf]ï
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解得：[image: image65.wmf]2
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∴二次函数在区间［－1，1］内至少存在一个实数c，使[image: image67.wmf]0
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的实数p的取值范围是[image: image68.wmf]2
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点评：直接求符合条件的p的取值范围要分很多种情况，运算量比较大；考虑到其否定只有一种情况，可以先求不合题意的p的取值范围，再取其补集。
（二）函数的应用
  例1、（2005天津）设[image: image69.wmf])
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A、[image: image72.wmf])
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B、[image: image73.wmf])
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C、[image: image74.wmf])

5

.

1

(

f

)

5

.

3

(

f

)

5

.

6

(

f

<

<




D、[image: image75.wmf])
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剖析：本小题考查函数知识的综合应用。
答案：B

解析：[image: image76.wmf])
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点悟：熟练掌握函数的基本性质是解决这类问题的关键。
  例2、有lm长的钢材，要做成如图所示的窗架，上半部分为半圆，下半部分为六个全等小矩形组成的矩形。试问小矩形的长、宽比为多少时，窗所通过的光线最多，并具体算出窗框面积的最大值。
[image: image79.png]




剖析：本小题考查函数的实际应用。

解析：设小矩形长为x，宽为y，则由图形条件可得[image: image80.wmf]=
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要使窗所通过的光线最多，即要窗框面积最大，则
[image: image81.wmf])
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点悟：正确建立目标函数，选择合理求解方法是关键。
  例3、用水清洗一堆蔬菜上残留的农药，对用一定量的水清洗一次的效果作如下假定：用1个单位量的水可洗掉蔬菜上残留农药量的[image: image87.wmf]2
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，用水越多洗掉的农药量也越多，但总有农药残留在蔬菜上。设用x单位量的水清洗一次以后，蔬菜上残留的农药量与本次清洗前残留的农药量之比为函数[image: image88.wmf])
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的值，并解释其实际意义；
（2）试根据假定写出函数[image: image90.wmf])
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（3）设[image: image91.wmf]2
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剖析：本题主要考查运用函数知识解决实际问题的能力，考查分析问题的能力和数学思维能力。
解析：（1）f(0)=1表示没有用水洗时，蔬菜上的农药量将保持原样。
（2）函数[image: image92.wmf])

x

(

f

应该满足的条件和具有的性质是：
[image: image93.wmf]1

)

0

(

f

=

；[image: image94.wmf]2

1

)

1

(

f

=

；在[image: image95.wmf])

0

[

¥

+

，

上，[image: image96.wmf])

x

(

f

单调递减，且[image: image97.wmf]1

)

x

(

f

0

£

<

。
（3）设仅清洗一次，残留的农药量为[image: image98.wmf]2
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则[image: image100.wmf]2
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于是当[image: image101.wmf]2
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时，清洗两次后残留的农药量较少；
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点悟：本题充分体现了数学建模思想，在解题思维中蕴含着分类讨论思想以及灵活应用比较法。
  例4、（2004湖南）如图所示，已知曲线[image: image110.wmf])
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（1）写出四边形ABOD的面积S与t的函数关系S=f（t）；
（2）讨论f（t）的单调性，并求f（t）的最大值。
剖析：本小题考查函数与解析几何的综合应用。
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点悟：本题以解析几何为背景考查函数的性质。首先将四边形分解成两个三角形求出面积，再利用导数知识研究函数的性质。
  例5、已知函数[image: image132.wmf])

x

(

f

y

=

，若存在[image: image133.wmf]0

x

，使得[image: image134.wmf]0

0

x

)

x

(

f

=

，则称[image: image135.wmf]0
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的一个不动点，设[image: image137.wmf]7

x

2

3

x

2

)

x

(

f

-

+

-

=

，

（1）求函数[image: image138.wmf])
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的不动点；
（2）对（1）中的二个不动点a、b（a<b），求使[image: image139.wmf]b
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（3）对由[image: image140.wmf])
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定义的数列[image: image141.wmf]}
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，求其通项公式[image: image142.wmf]n
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，并求[image: image143.wmf]n
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的值。
剖析：本题很好地将函数知识与数列知识有机地结合在一起，考查函数的性质和数列及极限的知识。
解析：（1）设函数[image: image144.wmf])
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可知使[image: image149.wmf]b
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点悟：本题共设三问，各问之间相互联系，尤其是第三问，它必须在第二问的基础上得到数列的递推公式，进一步求出通项公式。
  例6、已知函数[image: image158.wmf])
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的定义域为D，且[image: image159.wmf])
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同时满足以下条件：

①[image: image160.wmf])
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在D上单调递增或单调递减；
②存在区间［a，b］[image: image161.wmf]D
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（其中a<b），使得[image: image162.wmf])
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∈［a，b］，那么我们把函数[image: image163.wmf])
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（1）求闭函数[image: image164.wmf]3
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符合条件②的区间［a，b］；
（2）判断函数[image: image165.wmf]x
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是不是闭函数？若是，请说明理由，并找出区间［a，b］；若不是，请说明理由；
（3）若[image: image166.wmf]2
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是闭函数，求实数k的取值范围。
剖析：本题主要考查函数的图象与性质，通过新定义，考查考生阅读理解能力，综合运用数学知识解决问题的能力。
解析：（1）[image: image167.wmf]3
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（2）不是闭函数，∵[image: image169.wmf]x
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在（0，+∞）上是增函数
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点悟：社会在发展，教育在改革，与之相适应，近年来的高考题时常有新颖、活泼的“临时性定义”型题出现，这应该是命题的正确方向。
（四）知识要点点拨
  1、函数是否有零点是研究函数性质和精确地画出函数图象的重要一步，另一方面，对于不能用公式法求根的方程[image: image178.wmf])
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=0来说，我们可以将它与函数y=[image: image179.wmf])
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f

联系起来，利用函数的性质找零点，从而求出方程的根。
  2、求函数的零点就是求相应方程的实数根，一般可以借助求根公式或因式分解等方法，求出方程的根，从而得到函数的零点。求出函数的零点后，充分利用函数零点的两个性质，得到在不同的自变量的取值范围内，函数值的不同取值情况。
  3、二分法是求函数零点（方程的根）的近似值的一种计算方法。其实质是通过不断的“取中点”来逐步缩小零点所在的范围，当达到一定的精度要求时，所得区间的任意一点就是函数零点的近似值。
4、函数的概念、图象、性质的综合应用
要想将函数作为工具，应用函数去解决一些实际问题，首先必须熟练把握基本初等函数的基本概念、图象以及性质．
  5、函数与其他知识点的综合
由于函数在高中数学及大学数学中是极其重要的内容，其理论及内容丰富，应用广泛，函数网络具有强大的渗透和辐射的功能，易于与数列、方程、不等式、解析几何、立体几何、复数等知识网络交汇，在复习本章内容时，应抓住以下几个重点：
一是要加强对函数概念的理解，重视函数性质的应用；
二是要掌握通性通法，沟通相关学科间的内在联系；
三是要注意重视基本的思想方法，提高分析问题和解决问题的能力． 

（五）体验高考
  例1、（2005辽宁，7）在R上定义运算[image: image180.wmf])
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B、[image: image183.wmf]2
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剖析：根据定义运算[image: image186.wmf])
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答案：C
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由于不等式对任意实数x成立，故△<0，即[image: image191.wmf]0
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解得[image: image192.wmf]2
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  例2、（2005浙江，16）（12分）已知函数[image: image193.wmf])
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（1）求函数[image: image196.wmf])
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的解析式；
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剖析：（1）根据对称性求出[image: image198.wmf])
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解析：（1）设函数[image: image202.wmf])
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因此，原不等式的解集为［－1，[image: image217.wmf]2

1

］。
  例3、（2007上海春，19）（14分）某人定制了一批地砖。每块地砖（如图1所示）是边长为0.4米的正方形ABCD，点E、F分别在边BC和CD上，△CFE、△ABE和四边形AEFD均由单一材料制成，制成△CFE、△ABE和四边形AEFD的三种材料的每平方米价格之比依次为3：2：1。若将此种地砖按图2所示的形式铺设，能使中间的深色阴影部分成四边形EFGH。

（1）求证：四边形EFGH是正方形；
（2）E、F在什么位置时，定制这批地砖所需的材料费用最省？
剖析：本题考查平面几何的知识以及二次函数在有限区间上的值域问题，考查对实际问题的理解以及解决应用问题的能力。
[image: image218.png]



图1                        图2

解析：（1）证明：图2是由四块图1所示地砖绕点C按顺时针旋转90°后得到，△CFE为等腰直角三角形，
∴四边形EFGH是正方形。

4分
（2）设CE=x，则BE=0.4－x，每块地砖的费用为W，制成△CFE、△ABE和四边形AEFD三种材料的每平方米价格依次为3a、2a、a（元）

6分
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由a>0，当x=0.1时，W有最小值，即总费用最省。
答：当CE=CF=0.1米时，总费用最省。


14分
  例4、（2005天津，20）（12分）某人在一山坡P处观看对面山顶上的一座铁塔，如图所示，塔高BC=80（米），塔所在的山高OB=220（米），OA=200（米），图中所示的山坡可视为直线l，且点P在直线l上，l与水平地面的夹角为α，[image: image221.wmf]2
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。试问，此人距水平地面多高时，观看塔的视角∠BPC最大（不计此人的身高）？
[image: image222.png]




剖析：本题考查根据实际问题建立函数关系并应用解析几何和代数的方法解决实际问题的能力。

解析：如图所示，建立平面直角坐标系，则A（200，0），B（0，220），C（0，300）。
[image: image223.png]




直线l的方程为[image: image224.wmf]a
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设点P的坐标为（x，y），则[image: image226.wmf])
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由经过两点的直线的斜率公式

[image: image227.wmf]x
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由直线PC到直线PB的夹角的公式得

[image: image228.wmf]x
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[image: image229.wmf])
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要使tan∠BPC达到最大，只须[image: image230.wmf]288
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达到最小。由均值不等式
[image: image231.wmf]288

640

160

2

288

x

640

160

x

-

´

³

-

´

+


当且仅当[image: image232.wmf]x
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时上式取得等号。
故当x=320时，tan∠BPC最大，这时，点P的纵坐标y为
[image: image233.wmf]60
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。
由实际问题知，[image: image234.wmf]2
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，所以tan∠BPC最大时，∠BPC最大。故当此人距水平地面60米高时，观看铁塔的视角∠BPC最大。
  例5、（2005北京春，19）（13分）经过长期观测得到，在交通繁忙的时段内，某公路段汽车的车流量y（千辆/小时）与汽车的平均速度v（千米/小时）之间的函数关系为

[image: image235.wmf])
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（1）在该时段内，当汽车的平均速度v为多少时，车流量最大？最大车流量为多少（精确到0.1千辆/小时）？
（2）若要求在该时段内车流量超过10千辆/小时，则汽车的平均速度应在什么范围内？
剖析：本题主要考查函数、不等式等基本知识，考查应用数学知识分析问题和解决问题的能力。
解析：（1）依题意，[image: image236.wmf]83
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当且仅当[image: image237.wmf]v
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，即v=40时，上式等号成立，
所以[image: image238.wmf]1
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（2）由条件得[image: image239.wmf]10
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整理得[image: image240.wmf]0
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解得[image: image242.wmf]64
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答：当v=40千米/小时时，车流量最大，最大车流量约为11.1千辆/小时。如果要求在该时段内车流量超过10千辆/小时，则汽车的平均速度应大于25千米/小时且小于64千米/小时。
【模拟试题】
一、选择题
  1、已知函数[image: image243.wmf]c
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，则实数a的取值范围是（    ）

A、［2，3］

B、［1，3］

C、（1，2）

D、（1，3）
  2、已知方程[image: image245.wmf]0
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B、[image: image250.wmf]÷
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D、[image: image252.wmf]÷
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  3、以下四个结论，其中正确的是（    ）

A、ac<0[image: image253.wmf]Þ

方程[image: image254.wmf]0
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有两个实数根
B、方程[image: image255.wmf]0
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C、ac<0[image: image257.wmf]Û

方程[image: image258.wmf]0
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D、以上结论都不对
  4、已知方程[image: image259.wmf]0

1

ax

|

x

|

=

-

-

仅有一个负根，则a的取值范围是（    ）

A、a<1


B、[image: image260.wmf]1
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C、a>1


D、[image: image261.wmf]1
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  5、在某种金属材料的耐高温实验中，温度随着时间变化的情况由微机记录后显示的图象如图所示。现给出下面说法：

①前5分钟温度增加的速度越来越快；
②前5分钟温度增加的速度越来越慢；
③5分钟以后温度保持匀速增加；
④5分钟以后温度保持不变。
其中正确的说法是（    ）
A、①④


B、②④


C、②③


D、①③
[image: image262.png]y (T)




  6、如图所示是一份统计图表，根据此图表得到的以下说法中，正确的是（    ）

（1）这几年人民生活水平逐年得到提高；
（2）人民生活费收入增长最快的一年是2000年；
（3）生活价格指数上涨速度最快的一年是2001年；
（4）虽然2002年生活费收入增长是缓慢的，但由于生活价格指数也略有降低，因而人民生活有较大的改善。

A、1项


B、2项


C、3项


D、4项
[image: image263.png]120} HE BB
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  7、如图1所示，向高H的水瓶中注水，注满为止，如果注水量V与水深h的函数关系的图象如图2所示，那么水瓶的形状是（    ）
[image: image264.png]



图1

[image: image265.png]A B C D




图2

二、填空题
  8、某学校要装备一个实验室，需要购置实验设备若干套，与厂家协商，同意按出厂价结算，若超过50套就可以以每套比出厂价低30元给予优惠。如果按出厂价购买应付a元，但再多买11套就可以按优惠价结算恰好也付a元（价格为整数），则a的值为___________。
  9、一个水池每小时注入水量是全池的[image: image266.wmf]10

1

，水池还没有注水部分的总量y随时间x变化的关系式为___________。
三、解答题
  10、已知函数[image: image267.wmf])
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（1）求证：f(x)在（－1，+∞）上为增函数；
（2）若a=3，求方程f(x)=0的正根（精确到0.01）。
  11、某商品在近100天内，商品的单价f（t）（元）与时间t（天）的函数关系式如下：
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销售量g（t）与时间t（天）的函数关系式是[image: image269.wmf])
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求这种商品在这100天内哪一天的销售额最高。
  12、电信局为了配合客户的不同需要，设有A、B两种优惠方案，这两种方案的应付电话费（元）与通话时间（分钟）之间的关系如图所示（实线部分）（注：图中MN//CD）。试问：

（1）若通话时间为2小时，按方案A、B各付话费多少元？
（2）方案B从500分钟以后，每分钟收费多少元？
（3）通话时间在什么范围内，方案B才会比方案A优惠？
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【试题答案】
  1、C


解析：[image: image271.wmf]a
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[image: image273.wmf]2
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  2、D


解析：设[image: image274.wmf]b
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∵方程[image: image275.wmf]0
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即[image: image279.wmf]î
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[image: image280.png]




做出可行域如图阴影部分，令[image: image281.wmf]t
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t即为直线b=ta的斜率。由图可知t的取值范围是[image: image282.wmf]÷
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  3、A

解析：A中[image: image285.wmf]0
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∴方程有两个实数根。故选A。
  4、D


解析：根据数形结合判断。故选D

  5、B


解析：因为温度y关于时间t的图象是先凸后平行直线，即5分钟前每当t增加一个单位增量△t，则y相应的增量△y越来越小，而5分钟后是y关于t的增量保持为0，故选B。
  6、C


解析：由题意“生活费收入指数”减去“生活价格指数”的差是逐年增大的，故（1）正确；“生活费收入指数”2000～2001年最陡，故（2）正确；“生活价格指数”在2001～2002年最平缓，故（3）不正确；由于“生活价格指数”略呈下降，而“生活费收入指数”曲线呈上升趋势，故（4）正确。故选C。
  7、B


解析：因为容器中总的水量（即注水量）V关于h的函数图象是凸的，即每当h增加一个单位增量△h，V的相应增量△V越来越小。这说明容器的上升的液面越来越小。
故选B。
  8、6600


解析：设按出厂价y元购买x（[image: image286.wmf]50
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）套应付a元，则a=xy


再多买11套就可以按优惠价结算恰好也付a元，则
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∴[image: image288.wmf])
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∴[image: image289.wmf]30
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∴x=44，y=150，[image: image291.wmf]6600
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解析：设满池为1，

则有水的部分为1－y，于是[image: image293.wmf]x
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即[image: image294.wmf]]
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)

1

a

(

a

a

a

1

2

1

1

2

x

x

x

x

x

>

-

=

-

\

-
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于是[image: image302.wmf]0
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故函数f(x)在（－1，+∞）上为增函数。
（2）由（1）知，当a=3时，[image: image303.wmf]1
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也在（－1，+∞）上为增函数，故在（0，+∞）上也单调递增，因此[image: image304.wmf]0
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的正根仅有一个，以下用二分法求这一正根。
由于[image: image305.wmf]0
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，取［0，1］为初始区间，用二分法逐次计算。列出下表：
[image: image306.png]] PR (PR
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由于区间［0.27343，0.28125］的长度为0.00782<0.01，所以这一区间的两个端点的近似值0.28就是方程的根的近似值，即原方程的正根是0.28。
  11、解析：依题意该商品在近100天内日销售额F（t）与时间t（天）的函数关系式为
[image: image307.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

Î

£

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

Î

£

£

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

×

=

)

Z

t

100

t

40

(

3

112

3

t

52

2

t

)

Z

t

40

t

0

(

3

112

3

t

22

4

t

)

t

(

g

)

t

(

f

)

t

(

F

，

，



（1）若[image: image308.wmf]40
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[image: image310.wmf]3
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当t=12时，[image: image311.wmf]3
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，∴第12天的日销售额最高。
  12、解析：由图可知M（60，98），N（500，230），C（500，168），MN//CD。

设这两种方案的应付话费与通话时间的函数关系分别为[image: image319.wmf])
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（1）通话2小时，两种方案的话费分别为116元、168元。

（2）因为[image: image322.wmf]3
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元（n>500），

所以方案B从500分钟以后，每分钟收费0.3元。
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时，方案B较方案A优惠。
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