二次函数在闭区间上的最值

1、 知识要点：
一元二次函数的区间最值问题，核心是函数对称轴与给定区间的相对位置关系的讨论。一般分为：对称轴在区间的左边，中间，右边三种情况.
设

，求

在

上的最大值与最小值。
分析：将

配方，得顶点为

、对称轴为


 当

时，它的图象是开口向上的抛物线，数形结合可得在[m，n]上

的最值：
（1）当

时，

的最小值是

的最大值是

中的较大者。
（2）当

时
若

，由

在

上是增函数则

的最小值是

，最大值是


若

，由

在

上是减函数则

的最大值是

，最小值是


   当

时，可类比得结论。

二、例题分析归类：

（一）、正向型

是指已知二次函数和定义域区间，求其最值。对称轴与定义域区间的相互位置关系的讨论往往成为解决这类问题的关键。此类问题包括以下四种情形：（1）轴定，区间定；（2）轴定，区间变；（3）轴变，区间定；（4）轴变，区间变。

1. 轴定区间定

二次函数是给定的，给出的定义域区间也是固定的，我们称这种情况是“定二次函数在定区间上的最值”。
例1. 函数

在区间[0，3]上的最大值是_________，最小值是_______。
解：函数

是定义在区间[0，3]上的二次函数，其对称轴方程是

，顶点坐标为（2，2），且其图象开口向下，显然其顶点横坐标在［0，3］上，
如图1所示。函数的最大值为

，最小值为

。
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图1

练习. 已知

，求函数

的最值。
解：由已知

，可得

，即函数

是定义在区间

上的二次函数。将二次函数配方得

，其对称轴方程

，顶点坐标

，且图象开口向上。显然其顶点横坐标不在区间

内，如图2所示。函数

的最小值为

，最大值为

。
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图2

2、轴定区间变

二次函数是确定的，但它的定义域区间是随参数而变化的，我们称这种情况是“定函数在动区间上的最值”。
例2. 如果函数

定义在区间

上，求

的最小值。
解：函数

，其对称轴方程为

，顶点坐标为（1，1），图象开口向上。
如图1所示，若顶点横坐标在区间

左侧时，有

，此时，当

时，函数取得最小值

。
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图1

如图2所示，若顶点横坐标在区间

上时，有

，即

。当

时，函数取得最小值

。
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图2

如图3所示，若顶点横坐标在区间

右侧时，有

，即

。当

时，函数取得最小值


综上讨论，
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图8

例3. 已知
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时，求
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解：由已知可求对称轴为
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根据对称性
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综上，
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观察前两题的解法，为什么最值有时候分两种情况讨论，而有时候又分三种情况讨论呢？这些问题其实仔细思考就很容易解决。不难观察：二次函数在闭区间上的的最值总是在闭区间的端点或二次函数的顶点取到。第一个例题中，这个二次函数是开口向上的，在闭区间上，它的最小值在区间的两个端点或二次函数的顶点都有可能取到，有三种可能，所以分三种情况讨论；而它的最大值不可能是二次函数的顶点，只可能是闭区间的两个端点，哪个端点距离对称轴远就在哪个端点取到，当然也就根据区间中点与左右端点的远近分两种情况讨论。根据这个理解，不难解释第二个例题为什么这样讨论。
对二次函数的区间最值结合函数图象总结如下：
  当

时
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当

时
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3、轴变区间定
二次函数随着参数的变化而变化，即其图象是运动的，但定义域区间是固定的，我们称这种情况是“动二次函数在定区间上的最值”。
例4. 已知

，且

，求函数

的最值。
解：由已知有

，于是函数

是定义在区间

上的二次函数，将

配方得：


二次函数

的对称轴方程是

顶点坐标为

，图象开口向上
由

可得

，显然其顶点横坐标在区间

的左侧或左端点上。
函数的最小值是

，最大值是

。
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图3

例5. (1) 求
[image: image33.wmf]2

f(x)x2ax1
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在区间[-1,2]上的最大值。
(2) 求函数
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上的最大值。
解：(1)二次函数的对称轴方程为
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当
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综上所述：
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(2)函数
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图象的对称轴方程为
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（1）
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4. 轴变区间变
二次函数是含参数的函数，而定义域区间也是变化的，我们称这种情况是“动二次函数在动区间上的最值”。
例6. 已知
[image: image63.wmf]2

4()(0),
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，求
[image: image64.wmf]22
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的最小值。

解：将
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代入u中，得
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②[image: image70.png]i-laca
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所以
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（二）、逆向型

是指已知二次函数在某区间上的最值，求函数或区间中参数的取值。

例7. 已知函数
[image: image74.wmf]2
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fxaxax
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在区间
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上的最大值为4，求实数a的值。

 解：
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（1）若
[image: image77.wmf]0,()1,
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，不符合题意。

（2）若
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例8.已知函数
[image: image88.wmf]2
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在区间
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上的最小值是3
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最大值是3
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，求
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，
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的值。

解法1：讨论对称轴[image: image94.png]


中1与
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的位置关系。
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解得[image: image98.png]



②若
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，则
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综上，
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解析2：由
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解得
[image: image113.wmf]4,0
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评注：解法2利用闭区间上的最值不超过整个定义域上的最值，缩小了
[image: image114.wmf]m

，
[image: image115.wmf]n

的取值范围，避开了繁难的分类讨论，解题过程简洁、明了。

例9. 已知二次函数
[image: image116.wmf]2
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上的最大值为3，求实数a的值。这是一个逆向最值问题，若从求最值入手，需分
[image: image118.wmf]a0
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两大类五种情形讨论，过程繁琐不堪。若注意到最大值总是在闭区间的端点或抛物线的顶点处取到，因此先计算这些点的函数值，再检验其真假，过程就简明多了。

具体解法为：

（1）令
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，得
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此时抛物线开口向下，对称轴方程为
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（2）令
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，得
[image: image126.wmf]1
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此时抛物线开口向上，闭区间的右端点距离对称轴较远，故
[image: image127.wmf]1
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（3）若
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此时抛物线开口向下，闭区间的右端点距离对称轴较远，故
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综上，
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解后反思：若函数图象的开口方向、对称轴均不确定，且动区间所含参数与确定函数的参数一致，可采用先斩后奏的方法，利用二次函数在闭区间上的最值只可能在区间端点、顶点处取得，不妨令之为最值，验证参数的资格，进行取舍，从而避开繁难的分类讨论，使解题过程简洁、明了。
三、巩固训练
1．函数
[image: image133.wmf]y



 EMBED Equation.3  [image: image134.wmf]1

2

+

+

=

x

x

在
[image: image135.wmf]]

1

,

1

[

-

上的最小值和最大值分别是                  （      ）                                               
[image: image136.wmf])

(

A

1 ,3 　     
[image: image137.wmf])

(

B



 EMBED Equation.3  [image: image138.wmf]4

3

 ,3　　  （C）
[image: image139.wmf]2

1

-

 ,3    　 （D）
[image: image140.wmf]4

1

-

, 3　

2．函数
[image: image141.wmf]2

4

2

-

+

-

=

x

x

y

在区间
[image: image142.wmf]]

4

,

1

[

 上的最小值是                       （　　　）
[image: image143.wmf])

(

A



 EMBED Equation.3  [image: image144.wmf]7

-

　　  
[image: image145.wmf])

(

B



 EMBED Equation.3  [image: image146.wmf]4

-

　　    
[image: image147.wmf])

(

C



 EMBED Equation.3  [image: image148.wmf]2

-

　　      
[image: image149.wmf])

(

D

2
3．函数
[image: image150.wmf]5

4

8

2

+

-

=

x

x

y

的最值为                                        （　　　）


[image: image151.wmf])

(

A

最大值为8，最小值为0　　　　　　
[image: image152.wmf])

(

B

不存在最小值，最大值为8　　　 　

（C）最小值为0, 不存在最大值　　　　 
[image: image153.wmf])

(

D

不存在最小值，也不存在最大值

4．若函数
[image: image154.wmf]]

4

,

0

[

,

4

2

2

Î

+

-

-

=

x

x

x

y

的取值范围是______________________

5．已知函数

上的最大值是1，则实数a的值为              
6．如果实数
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【解析】本小题主要考查函数的概念、性质、图象及解一元二次不等式等基础知识，考查灵活运用数形结合、分类讨论的思想方法进行探索、分析与解决问题的综合能力。
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