《函数单调性》教学设计
基于函数单调性概念是高中教材中形式化程度较强，学生较难理解以及要让学生充分了解概念后面所蕴涵的数学思想的主张，笔者以“数学本原性问题驱动”数学概念教学为指导理念，在对函数单调性概念在高中教材中的地位和作用进行详细分析的基础上进行了新的教学设计及课堂实录。
◆教材分析
教材的地位和作用

《函数的单调性》是《高中数学人教A版》（必修1）第一章1.31节的内容。它既是在学生学过函数概念等知识后的延续和拓展，又是后面研究指数函数、对数函数、三角函数等各类函数的单调性的基础，在整个高中数学中起着承上启下的作用。研究函数单调性的过程体现了数学的数形结合和归纳转化的思想方法，反映了从特殊到一般的数学归纳思维形式，这对培养学生的创新意识、发展学生的思维能力，掌握数学的思想方法具有重大意义。函数的单调性是函数的四个基本性质之一,在比较几个数的大小、对函数作定性分析（求函数的值域、最值，求函数解析式的参数范围、绘函数图象）以及与不等式等其它知识的综合应用上都有广泛的应用；同时在这一节中利用函数图象来研究函数性质的数形结合的思想将贯穿于我们整个高中数学教学。

教材的重点与难点
教学重点：（1）领会函数单调性概念，体验函数单调性的形式化过程，深刻理解函数单调性的本质，并明确单调性是一个局部概念；（2）函数单调性概念的应用

教学难点：突破抽象，深刻理解函数单调性形式化的概念。

◆教学目标分析

根据新课标的要求和教学内容的结构特征，依据学生学习认知的心理规律和素质教育的要求，结合学生的实际水平，本节课教学目标如下：

知识目标：（1）从本质上理解函数单调性概念；（2）运用形式化的函数单调性概念进行判断与应用。

能力目标：（1）培养学生的观察能力，分析归纳能力，领会归纳转化的思想方法。（2）使学生体验和理解从特殊到一般的数学归纳推理思维方式。（3）培养学生从具体到抽象的能力。
情感目标：（1）培养学生主动探索、不畏困难、敢于创新的意识和精神。（2）通过本课的学习，使学生能理性地思考生活中的增长、递减现象。

◆设计理念

本教学设计是基于用数学本原性问题来驱动数学概念的理念进行设计的。主要目的是为了突破函数单调性这个概念的抽象性，能让学生体验概念的形成过程，形成对概念的正确理解。因此教学设计在课堂教学中的概念引入的情景设计、概念形成的过程分析、概念运用的问题强化、原发性问题的价值挖掘这四方面应用了“用数学本原性问题驱动数学概念教学”这一理念，突破传统的教学设计，从一个新的角度对教学进行了设计：第一阶段函数单调性概念由实际背景转化为文字语言的叙述；第二阶段函数单调性概念由文字语言的叙述转化为数学叙述；第三阶段函数单调性概念由数学叙述转化为数学符号叙述；第四阶段函数单调性概念由数学符号叙述抽象到了形式化。这一设计符合新课程标准强调的加强对数学概念本质的认识，，并且能适度地进行形式化的表达这一理念。
◆教学过程设计

概念情景创设与导入

师：一个月前，我们共同经历了一起令人恐怖且终身难忘的自然灾害，大家还记得吗？

生：（异口同声）“桑美”台风

师：从小到大我们对台风的了解也不少，台风是不是一生成就17级呢？

生众：（笑）不是。（教师多媒体展示“桑美”台风强度变化的直方图，图7）


                   图7                                  图8

师：如果我们以台风生成后的时间为自变量，台风的强度为函数值建立一个函数关系，能否得到以下结论——台风的强度随时间的增大而增强呢？

（学生有的说对，有的说不对，教师不急于揭示答案，而是把学习的目标引向了函数关系中两个变量变化大小的相互依赖关系上，学生所熟悉的生活实例是激发学生学习兴趣的手段，也是学生理解函数单调性概念的现实背景）。

师：大家一起来观察函数y=x2(x≥0)图象中的x 值与f（x）值的动态变化过程（教师用多媒体展示图8），x与f(x)之间有什么样的联系？

生：随x取值的增大，相应的f(x)的值也增大。

师（总结）：这种随x的增大，f(x)也越来越大的函数我们的为增函数。类似地，再让学生函数y=x2(x≤0)图象的动态效果后，得出：这种随x的增大，f(x)越来越小的函数我们称为减函数。

旁白  通过一个生活背景的实例和函数y=x2图象的直观观察，产生了增、减函数的生活语言的描述性定义，尽管这种定义不严格，但学生初步理解到的是两个变量之间具有依赖性的增减关系，这是函数单调性中最为基本和初始的思想，这是根本性的要素，也是从生活中原初思想迈向数学概念的关键性的第一步。事实上，这一阶段是对函数单调性的概念进行了第一次归纳——由实际背景转化为文字语言的叙述。

概念的生成

师（追问）：那么函数y=x2究竟是增函数还减函数呢？

生1：是增函数。

生2：是减涵数。

生众（议论纷纷）：（有的说）有时增，有时减……（有的说）既增又减……（有的说）要分情况考虑。

师：好，有同学说：要分情况考虑，那么大家再仔细看看y=x2的图象，哪种情况下增，哪种情况下减呢？

生：函数y=x2在（​​—∞，0]上为减函数，在[0，+∞）为增函数。

师（总结）：由上面的讨论可知，函数的单调性与自变量的范围有关，一个函数并不一定在整个正义域内是单调函数，但在定义城的某个子集上可以是单调函数。

于是教师再次定义：如果函数f(x)在某个区间上满足：随自变量x的增大，f(x)也越来越，我们说函数f(x)在该区间上为增函数；该区间叫函数f(x)的增区间，如果函数f(x)在某个区间上满足：随自变量x的增大，f(x)越来越小，我们说函数f(x)在该区间上为减函数；该区间叫函数f(x)的增区间。

回顾关于“桑美台风”的话题，有学生指出台风的强度不可能随着时间的增大而不断地增强下去，因为一登陆后台风的强度自然会逐渐减弱。

因此，严格地说是：台风的强度在登陆之前随时间的增大而增强，而在登陆之后，随时间的增大而减弱。

旁白  这一阶段，教师抓住“分情况讨论”，使学生认识到函数的单调性与其定义域密切相关，因此，在描述函数单调性时，应该说清楚x在哪个范围内，从而使学生对单调性的理解从图象的直观体验向数学化的严格性迈进了一步。事实上，这一阶段是对函数单调性的概念进行了第二次归纳——由文字语言的叙述转化为数学叙述。

概念的符号化

师：刚才我们通过观察图象得出了函数y=x2(x≥0)在区间[0，+∞）上为单调递增函数，那么如何用代数方法证明这个结论呢？

生1：因 为2>1，而22>12，所以函数y=x2在区间[0，+∞）上为单调递增函数。

生2：他的证明不对，仅仅两个数的大小关系不能说明函数y=x2在区间[0，+∞）上为单调递增函数，应该举出无数个（如表2）
  表2:自变量x与函数值y的取值        表3:自变量x与函数值y的取值
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由于很多学生不能分清“无数”和“所有”的区别，所以许多学生对学生2的说法表示赞同，因为表格中的数据直观显示出随x的增大f(x)越来越大。

生3（有些犹豫）：这样证明乎还有些不妥吧！比如：函数
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)，我取下列的无数个实数（如表3）。显然f(x)也随x的增大而增大，那我是不是也可以说函数
[image: image7.wmf]2

x

y

=

在区间
[image: image8.wmf])

,

1

[

+¥

-

上是增函数？可这与图象矛盾啊？

（众学生一脸茫然，感觉学生3说的没错，于是用期待的目光瞧着教师）

师：“无数个”能不能代表“所有”呢？比如：2、3、4、5……有无数个自然数都比
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大，那我们能不能说所有的自然数都比
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大呢？

生众：（恍然大悟）

生4：那我们总不能把所有的数都列举出来吧！那一辈子都做不完哦！

师（笑）：的确如此，那你有没有什么好的办法解决这个问题呢？（大家都看着学生4，学生4低下了头——没办法解决）

师：我国召开全国人民代表大会的时候，是不是全国所有的老百姓都去北京开会呢？

生：不是

师：那人民如何行使权力呢？

生：通过人民代表

生5（抢白）：我们也可以在区间
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上选两个代表啊！

师：那该如何选代表呢？选1和2怎么样？

生5：不行，因为1和2仅仅代表了它们自己，并不能代表区间
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上的所有实数，应该用字母来代替具体数字，比如设x1,x2，为区间
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上的两个任意实数，当x1<x2时，只要证明
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就能说明它在区间
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是增函数了。

师：很好。赋予x1,x2为区间
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上“代表”的身份，那么当x1<x2时，怎么证明
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呢？

生6（迫不及待地说）：作差比较，只要证明
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师：刚才的证明关键是选取了
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上的“任意”两个实数，这里“任意”二字使得
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上的所有的实数，也就是说
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这条不等式对于区间
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上的任意实数都是恒成立的，通过这种方式我们解决了“一辈子”都做不完的工作，教师再次给出增函数和减函数的定义。

函数y=f(x)如果对于定义域I内某个区间D上的任意两个自变量x1,x2,当x1<x2时，都有f(x1)<f(x2)，那么就说函数f(x)在这个区间上为增函数，当x1<x2时，都有f(x1)>f(x2)，那么就说函数f(x)在这个区间上为减函数。

旁白  这一阶段是学生概念形成并真正理解的关键过程，教师通过一系列的本原性问题使学生突破了思维的瓶颈，让学生感受到：通过用任意的点x1和x2,的大小关系来判断f(x1)和(x2)的大小关系，可以得到函数单调性的整体性质，这既让学生理解了教师最终给出的严格的单调性定义的含义，也让学生体验到了如何用局部的点的任意性推演到函数的整体单调的性质这一数学思想方法。事实上，这一阶段是对函数单调性的概念进行了第三次归纳——由数学叙述转化为数学符号叙述。

概念的形式化

师：我们来比较一下增函数与减函数定义中两个不等式中不等号的方向，你有什么发现没有？

生：增函数不等号方向一致，减函数方向相反。

师：如果将增函数中的“当
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”改为当
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结论是否一样呢？

生：一样

师：如果改为当
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生：一样

师：改为当
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生：还是一样

师：减函数的定义是否也可以进行这样修改？

生：可以。

师：根据刚才的分析，你们有没有发现自变量的差量与函数值的差量之间的关系？

生7：自变量的差量与相应的函数值的差量如果保持同号就可以说明其是单调递增函数，如果是异号则是单调递减函数。

师：那你能否将定义修改地更为简洁呢？

生7（思考并能快给出）：如果对于定义域I内某个区间D上的任意两个自变量x1,x2,若
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，则函数y=f(x)为减函数。

师：很好，事实上
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的符号决定了函数f(x)的单调性，我们不仅要能从图象上直观判断函数的单调性，更应该要从单调性的本质上来理解这个概念。能用这种表达形式来描述函数单调性，说明大家对单调性概念的理解还是比较非常深刻的。

旁白  这一阶段教师领导学生对函数单调性的概念进行了剖析，带领学生深入定义的表达形式，探索概念的本质。实现学生将概念从具体的图形表达形式化到一般的数学表达形式，实现了从具体到抽象的转化。事实上，这一阶段是对函数单调性的概念进行了第四次归纳——由数学符号叙述抽象到了形式化。

概念的理解

例1 判断下列命题的真假： 

（1）定义在R上的函数f(x)在区间
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上是增函数，在区间
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上也是增函数，则函数在R上是增函数。

（2）定义在R上的函数f(x)在区间
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上是增函数，在区间
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上也是增函数，则函数在R上是增函数。

旁白  此问题设计目的，通过上述两个命题的真假判定，促进理解，旨在使学生能借助图形直观，理解连续函数、间断函数的单调性情况。从而帮助学生建立函数单调性概念的正确理解。

概念的运用

例2 物理学中的玻意耳定律
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（k为正常数），告诉我们，对于一定量的气体，为其体积V减小时，压强P将增大，试用函数的单调性知识说明其原因。

例3 设集合A={1，3，5}，集合B={1，2，3，4}，试写出集合A到集合B的两个增函数。

课后思考：设函数f(x)=
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的取值范围，使f(x)在区间
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上为单调函数。

……
旁白  上述问题的设计主要目的就是通过解决一些具体问题来真正理解函数单调性概念的本质所在，并能从概念的本质出发运用概念解决问题。比如课后思考题，在设
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上为单调函数后，则
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的符号应该始终为正或始终为负，即要满足保号性，从而以恒成立思想就可轻松求得实数a的取信范围。而这些习题就是我们要注意的体现概念本质的数学本原性问题，通过对这类问题的解答和辨析，学生对概念的理解程度自然深入。
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