                      函数的最值
学习目的：
    1.使学生理解函数最大（小）值及其几何意义；

2.使学生掌握函数最值与函数单调性的关系；
3.使学生掌握一些单调函数在给定区间上的最值的求法；

4.培养学生数形结合、辩证思维的能力；

5.养成细心观察、认真分析、严谨论证的良好思维习惯。
知识体系：

函数最大值与最小值的含义：
定义：一般地，设函数
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的定义域为
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，如果存在实数
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满足：

（1）对于任意的
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，都有
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那么，我们称
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是函数
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的最大值
(2)几何意义：函数
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的最大值是图象最高点的纵坐标。

思考：你能仿照函数最大值的定义，给出函数
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的最小值吗？并说明几何意义？

定义：一般地，设函数
[image: image12.wmf]()

yfx

=

的定义域为
[image: image13.wmf]I

，如果存在实数
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满足：

（1）对于任意的
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，都有
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；（2）存在
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，使得
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那么，我们称
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是函数
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的最小值
几何意义：函数
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的最大值是图象最低点的纵坐标。

2．最值的求法
①配凑法：研究二次函数
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的最大（小）值，若给定区间是
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，先配方成
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后，当
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时，函数取最小值为
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时，函数取最大值。若给定区间是
[image: image28.wmf][,]

ab

，则必须先判断函数在这个区间上的单调性，然后再求最值（见下列例题）。（此处顺带说出求值域的方法——配方法）

②单调法：一些函数的单调性，比较容易观察出来，或者可以先证明出函数的单调性，再利用函数的单调性求函数的最大值或最小值.
③数形结合法：先作出其函数图象后，然后观察图象得到函数的最大值或最小值.

典型例题：
 例1．1、求函数
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1

yx

=+

在下列各区间上的最值：
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      2、求函数
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解：配方为
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例3．求函数
[image: image38.wmf]2
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在区间[2，6]上的最大值和最小值
解：此函数是反比例的函数的变形，有原函数平移所得，所以单调性不发生变化
例4. [image: image1.wmf]()
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求下列函数的最大值和最小值：

（1）
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解：（1）二次函数
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的对称轴为
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画出函数的图象，由图可知，当
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所以函数
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的最大值为4,最小值为
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作出函数的图象，由图可知，
[image: image51.wmf][3,3]
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. 所以函数的最大值为3, 最小值为-3.

试题练习：

1、 选择题

1、函数
[image: image52.wmf]2
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在区间[2，4]上的最大值，最小值是（   ）

A．1、
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 2、函数f(x)＝x2－x＋1在区间[－3,0]上的最值为(　　)

A．最大值为13，最小值为eq \f(3,4)
B．最大值为1，最小值为4

C．最大值为13，最小值为1

D．最大值为－1，最小值为－7
3、已知函数y＝－x2－2x＋3在[a,2]上的最大值为eq \f(15,4)，则a等于(　　)

A．－eq \f(3,2)  




B.eq \f(1,2)
C．－eq \f(1,2)  




D.eq \f(1,2)或－eq \f(3,2)
二、填空题
4、函数
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5、若
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6、函数
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7、已知
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函数，则函数的最大值是                最小值是

3、 解答题：

8、已知函数
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（1） 当
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（2）求实数
[image: image67.wmf]a

的取值范围，使
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上的单调函数

备注：因为函数最值的内容与导数部分结合的较为紧密，两个重要的知识点经常是放在一块一起考查，所以本专题增加这部分内容

典型例题：
     例题一

     函数y＝f(x)在区间[a，b]上的最大值是M，最小值是m，若M＝m，则f′(x)(　　)
A．等于0　　　　　　　

B．大于0

C．小于0  




D．以上都有可能

[解析]　∵M＝m，∴y＝f(x)是常数函数

∴f′(x)＝0，故应选A.
例题二
设f(x)＝eq \f(1,4)x4＋eq \f(1,3)x3＋eq \f(1,2)x2在[－1,1]上的最小值为(　　)

A．0　　　　



B．－2　 　　
C．－1　 　　



D.eq \f(13,12)
 [解析]　y′＝x3＋x2＋x＝x(x2＋x＋1)

令y′＝0，解得x＝0.

∴f(－1)＝eq \f(5,12)，f(0)＝0，f(1)＝eq \f(13,12)
∴f(x)在[－1,1]上最小值为0.故应选A.
例题三

函数y＝eq \r(x)＋eq \r(1－x)在(0,1)上的最大值为(　　)

A.eq \r(2)  





B．1  
C．0  





D．不存在

[解析]　y′＝eq \f(1,2\r(x))－eq \f(1,2\r(1－x))＝eq \f(1,2)·eq \f(\r(1－x)－\r(x),\r(x)·\r(1－x))
由y′＝0得x＝eq \f(1,2)，在eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(1,2)))上y′>0，在eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)，1))上

y′<0.∴x＝eq \f(1,2)时y极大＝eq \r(2)，

又x∈(0,1)，∴ymax＝eq \r(2).
例题四

若函数f(x)＝x3－12x在区间(k－1，k＋1)上不是单调函数，则实数k的取值范围是
(　　)

A．k≤－3或－1≤k≤1或k≥3

B．－3<k<－1或1<k<3

C．－2<k<2

D．不存在这样的实数

[解析]　因为y′＝3x2－12，由y′>0得函数的增区间是(－∞，－2)和(2，＋∞)，由y′<0，得函数的减区间是(－2,2)，由于函数在(k－1，k＋1)上不是单调函数，所以有k－1<－2<k＋1或k－1<2<k＋1，解得－3<k<－1或1<k<3，故选B.
例题五

函数f(x)＝x3＋ax－2在区间[1，＋∞)上是增函数，则实数a的取值范围是(　　)

A．[3，＋∞)  



B．[－3，＋∞)

C．(－3，＋∞)  



D．(－∞，－3)

[解析]　∵f(x)＝x3＋ax－2在[1，＋∞)上是增函数，∴f′(x)＝3x2＋a≥0在[1，＋∞)上恒成立

即a≥－3x2在[1，＋∞)上恒成立

又∵在[1，＋∞)上(－3x2)max＝－3

∴a≥－3，故应选B.
试题练习：

1、 函数f(x)＝5－36x＋3x2＋4x3在区间[－2，＋∞)上的最大值________，最小值为________．
2、 若函数f(x)＝eq \f(x,x2＋a)(a>0)在[1，＋∞)上的最大值为eq \f(\r(3),3)，则a的值为________

 3、求下列函数的最值：

(1)f(x)＝sin2x－xeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(π,2)≤x≤\f(π,2)))；
(2)f(x)＝x＋eq \r(1－x2).
4、设函数f(x)＝ln(2x＋3)＋x2.求f(x)在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(3,4)，\f(1,4)))上的最大值和最小值．
 5、 已知函数f(x)＝eq \f(4x2－7,2－x)，x∈[0,1]．

(1)求f(x)的单调区间和值域；

(2)设a≥1，函数g(x)＝x3－3a2x－2a，x∈[0,1]．若对于任意x1∈[0,1]，总存在x0∈[0,1]，使得g(x0)＝f(x1)成立，求a的取值范围．

[解析]　(1)对函数f(x)求导，得

f′(x)＝eq \f(－4x2＋16x－7,(2－x)2)＝－eq \f((2x－1)(2x－7),(2－x)2)
令f′(x)＝0解得x＝eq \f(1,2)或x＝eq \f(7,2).

当x变化时，f′(x)，f(x)的变化情况如下表：

	x
	0
	(0，eq \f(1,2))
	eq \f(1,2)
	(eq \f(1,2)，1)
	1

	f′(x)
	
	－
	0
	＋
	

	f(x)
	－eq \f(7,2)
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所以，当x∈(0，eq \f(1,2))时，f(x)是减函数；

当x∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)，1))时，f(x)是增函数．

当x∈[0,1]时，f(x)的值域为[－4，－3]．

(2)g′(x)＝3(x2－a2)．

因为a≥1，当x∈(0,1)时，g′(x)<0.

因此当x∈(0,1)时，g(x)为减函数，从而当x∈[0,1]时有g(x)∈[g(1)，g(0)]．

又g(1)＝1－2a－3a2，g(0)＝－2a，即x∈[0,1]时有g(x)∈[1－2a－3a2，－2a]．

任给x1∈[0,1]，f(x1)∈[－4，－3]，存在x0∈[0,1]使得g(x0)＝f(x1)成立，

则[1－2a－3a2，－2a]⊇[－4，－3]．

即eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(1－2a－3a2≤－4，①,－2a≥－3.②))
解①式得a≥1或a≤－eq \f(5,3)；解②式得a≤eq \f(3,2).

又a≥1，故a的取值范围为1≤a≤eq \f(3,2).
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