第一篇、复合函数问题
一、复合函数定义：　设y=f(u)的定义域为A，u=g(x)的值域为B，若A 
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B，则y关于x函数的y=f［g(x)］叫做函数f与g的复合函数，u叫中间量.
二、复合函数定义域问题：

（一）例题剖析：

(1)、已知

的定义域，求

的定义域
思路：设函数

的定义域为D，即

，所以

的作用范围为D，又f对

作用，作用范围不变，所以
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例1. 设函数

的定义域为（0，1），则函数

的定义域为_____________。
解析：函数

的定义域为（0，1）即

，所以

的作用范围为（0，1）
又f对lnx作用，作用范围不变，所以


解得

，故函数

的定义域为（1，e）

例2. 若函数

，则函数

的定义域为______________。
解析：先求f的作用范围，由

，知


即f的作用范围为

，又f对f(x)作用
所以

，即

中x应满足


即

，解得


故函数
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的定义域

思路：设

的定义域为D，即

，由此得

，所以f的作用范围为E，又f对x作用，作用范围不变，所以

为

的定义域。
例3. 已知

的定义域为

，则函数

的定义域为_________。

解析：

的定义域为

，即

，由此得


所以f的作用范围为

，又f对x作用，作用范围不变，所以


即函数
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例4. 已知

，则函数

的定义域为______________。
解析：先求f的作用范围，由
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例5. 若函数
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解析：
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的定义域为


评注：函数定义域是自变量x的取值范围（用集合或区间表示）f对谁作用，则谁的范围是f的作用范围，f的作用对象可以变，但f的作用范围不会变。利用这种理念求此类定义域问题会有“得来全不费功夫”的感觉，值得大家探讨。
（二）同步练习：
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5、已知函数
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（1）当
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［点评］对于含有参数的函数，求其定义域，必须对字母进行讨论，要注意思考讨论字母的方法。

三、复合函数单调性问题

（1）引理证明

已知函数
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因为函数
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（2）．复合函数单调性的判断
复合函数的单调性是由两个函数共同决定。为了记忆方便，我们把它们总结成一个图表：
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以上规律还可总结为：“同向得增，异向得减”或“同增异减”.
（3）、复合函数
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ⅰ   确定函数的定义域； 

ⅱ   将复合函数分解成两个简单函数：
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ⅲ   分别确定分解成的两个函数的单调性；
ⅳ   若两个函数在对应的区间上的单调性相同（即都是增函数，或都是减函数），则复合后的函数
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（4）例题演练
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解：定义域 
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同理可证：
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［例］2、讨论函数
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例3、.已知y=
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例4、已知函数
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（5）同步练习：

1．函数y＝
[image: image173.wmf]2
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log

（x2－3x＋2）的单调递减区间是（　　）

A．（－∞，1）




B．（2，＋∞）

C．（－∞，
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D．（
[image: image175.wmf]2
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解析：先求函数定义域为（－o，1）∪（2，＋∞），令t（x）＝x2＋3x＋2，函数t（x）在（－∞，1）上单调递减，在（2，＋∞）上单调递增，根据复合函数同增异减的原则，函数y＝
[image: image176.wmf]2

1

log

（x2－3x＋2）在（2，＋∞）上单调递减．

答案：B

2找出下列函数的单调区间.
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答案：(1)在
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（2）单调增区间是
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3、讨论
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4．求函数y＝
[image: image188.wmf]3

1

log

（x2－5x＋4）的定义域、值域和单调区间．

解：由
[image: image189.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4＞0，解得x＞4或x＜1，所以x∈（－∞，1）∪（4，＋∞），当x∈（－∞，1）∪（4，＋∞），｛
[image: image190.wmf]m

｜
[image: image191.wmf]m

＝x2－5x＋4｝＝R＋，所以函数的值域是R＋．因为函数y＝
[image: image192.wmf]3
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log

（x2－5x＋4）是由y＝
[image: image193.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image194.wmf]m

（x）与
[image: image195.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4复合而成，函数y＝
[image: image196.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image197.wmf]m

（x）在其定义域上是单调递减的，函数
[image: image198.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4在（－∞，
[image: image199.wmf]2

5

）上为减函数，在［
[image: image200.wmf]2

5

，＋∞］上为增函数．考虑到函数的定义域及复合函数单调性，y＝
[image: image201.wmf]3

1

log

（x2－5x＋4）的增区间是定义域内使y＝
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 EMBED Equation.3  [image: image203.wmf]m

（x）为减函数、
[image: image204.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4也为减函数的区间，即（－∞，1）；y＝
[image: image205.wmf]3

1

log

（x2－5x＋4）的减区间是定义域内使y＝
[image: image206.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image207.wmf]m

（x）为减函数、
[image: image208.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4为增函数的区间，即（4，＋∞）．

变式练习

　　一、选择题

　　1．函数f（x）＝
[image: image209.wmf])

1

(

log

2

1

－

x

的定义域是（　　）

　　
A．（1，＋∞）




B．（2，＋∞）

　　
C．（－∞，2）




D．
[image: image210.wmf]]
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　　解析：要保证真数大于0，还要保证偶次根式下的式子大于等于0，

　　所以
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解得1＜x≤2．
　　答案：D
　　2．函数y＝
[image: image212.wmf]2

1

log

（x2－3x＋2）的单调递减区间是（　　）

　　
A．（－∞，1）




B．（2，＋∞）

　　
C．（－∞，
[image: image213.wmf]2
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D．（
[image: image214.wmf]2

3

，＋∞）

　　解析：先求函数定义域为（－o，1）∪（2，＋∞），令t（x）＝x2＋3x＋2，函数t（x）在（－∞，1）上单调递减，在（2，＋∞）上单调递增，根据复合函数同增异减的原则，函数y＝
[image: image215.wmf]2

1

log

（x2－3x＋2）在（2，＋∞）上单调递减．

　　答案：B
　　3．若2
[image: image216.wmf]lg

（x－2y）＝
[image: image217.wmf]lg

x＋
[image: image218.wmf]lg

y，则
[image: image219.wmf]x

y

的值为（　　）

　　
A．4






B．1或
[image: image220.wmf]4
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C．1或4





D．
[image: image221.wmf]4
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　　错解：由2
[image: image222.wmf]lg

（x－2y）＝
[image: image223.wmf]lg

x＋
[image: image224.wmf]lg

y，得（x－2y）2＝xy，解得x＝4y或x＝y，则有
[image: image225.wmf]x

y

＝
[image: image226.wmf]4

1

或
[image: image227.wmf]y

x

＝1．

　　答案：选B
　　正解：上述解法忽略了真数大于0这个条件，即x－2y＞0，所以x＞2y．所以x＝y舍掉．只有x＝4y．

　　答案：D
　　4．若定义在区间（－1，0）内的函数f（x）＝
[image: image228.wmf]a

2

log

（x＋1）满足f（x）＞0，则a的取值范围为（　　）

　　
A．（0，
[image: image229.wmf]2
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B．（0，
[image: image230.wmf]2
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C．（
[image: image231.wmf]2

1

，＋∞）




D．（0，＋∞）

　　解析：因为x∈（－1，0），所以x＋1∈（0，1）．当f（x）＞0时，根据图象只有0＜2a＜l，解得0＜a＜
[image: image232.wmf]2

1

（根据本节思维过程中第四条提到的性质）．

　　答案：A
　　5．函数y＝
[image: image233.wmf]lg

（
[image: image234.wmf]x
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－1）的图象关于（　　）

　　
A．y轴对称





B．x轴对称

　　
C．原点对称





D．直线y＝x对称

　　解析：y＝
[image: image235.wmf]lg

（
[image: image236.wmf]x

－

1
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－1）＝
[image: image237.wmf]x
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1

lg

，所以为奇函数．形如y＝
[image: image238.wmf]x
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或y＝
[image: image239.wmf]x
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的函数都为奇函数．

　　答案：C
　　二、填空题

　　已知y＝
[image: image240.wmf]a

log

（2－ax）在［0，1］上是x的减函数，则a的取值范围是__________．
　　解析：a＞0且a≠1
[image: image241.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image242.wmf]m

（x）＝2－ax是减函数，要使y＝
[image: image243.wmf]a

log

（2－ax）是减函数，则a＞1，又2－ax＞0
[image: image244.wmf]Þ

a＜
[image: image245.wmf]3

2

（0＜x＜1）
[image: image246.wmf]Þ

a＜2，所以a∈（1，2）．

　　答案：a∈（1，2）

　　7．函数f（x）的图象与g（x）＝（
[image: image247.wmf]3

1

）x的图象关于直线y＝x对称，则f（2x－x2）的单调递减区间为______．

　　解析：因为f（x）与g（x）互为反函数，所以f（x）＝
[image: image248.wmf]3

1

log

x
　　则f（2x－x2）＝
[image: image249.wmf]3

1

log

（2x－x2），令
[image: image250.wmf]m

（x）＝2x－x2＞0，解得0＜x＜2．

　　
[image: image251.wmf]m

（x）＝2x－x2在（0，1）上单调递增，则f［
[image: image252.wmf]m

（x）］在（0，1）上单调递减；

　　
[image: image253.wmf]m

（x）＝2x－x2在（1，2）上单调递减，则f［
[image: image254.wmf]m

（x）］在［1，2）上单调递增．

　　所以f（2x－x2）的单调递减区间为（0，1）．

　　答案：（0，1）

　　8．已知定义域为R的偶函数f（x）在［0，＋∞］上是增函数，且f（
[image: image255.wmf]2

1

）＝0，

　　则不等式f（log4x）的解集是______．

　　解析：因为f（x）是偶函数，所以f（－
[image: image256.wmf]2

1

）＝f（
[image: image257.wmf]2

1

）＝0．又f（x）在［0，＋∞］上是增函数，所以f（x）在（－∞，0）上是减函数．所以f（log4x）＞0
[image: image258.wmf]Þ

log4x＞
[image: image259.wmf]2

1

或log4x＜－
[image: image260.wmf]2

1

．

　　解得x＞2或0＜x＜
[image: image261.wmf]2

1

．

　　答案：x＞2或0＜x＜
[image: image262.wmf]2

1


　　三、解答题

　　9．求函数y＝
[image: image263.wmf]3

1

log

（x2－5x＋4）的定义域、值域和单调区间．

　　解：由
[image: image264.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4＞0，解得x＞4或x＜1，所以x∈（－∞，1）∪（4，＋∞），当x∈（－∞，1）∪（4，＋∞），｛
[image: image265.wmf]m

｜
[image: image266.wmf]m

＝x2－5x＋4｝＝R＋，所以函数的值域是R＋．因为函数y＝
[image: image267.wmf]3

1

log

（x2－5x＋4）是由y＝
[image: image268.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image269.wmf]m

（x）与
[image: image270.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4复合而成，函数y＝
[image: image271.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image272.wmf]m

（x）在其定义域上是单调递减的，函数
[image: image273.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4在（－∞，
[image: image274.wmf]2

5

）上为减函数，在［
[image: image275.wmf]2

5

，＋∞］上为增函数．考虑到函数的定义域及复合函数单调性，y＝
[image: image276.wmf]3

1

log

（x2－5x＋4）的增区间是定义域内使y＝
[image: image277.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image278.wmf]m

（x）为减函数、
[image: image279.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4也为减函数的区间，即（－∞，1）；y＝
[image: image280.wmf]3

1

log

（x2－5x＋4）的减区间是定义域内使y＝
[image: image281.wmf]3

1
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 EMBED Equation.3  [image: image282.wmf]m

（x）为减函数、
[image: image283.wmf]m

（x）＝x2－5x＋4为增函数的区间，即（4，＋∞）．

　　10．设函数f（x）＝
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，

　　（1）求函数f（x）的定义域；

　　（2）判断函数f（x）的单调性，并给出证明；

　　（3）已知函数f（x）的反函数f－1（x），问函数y＝f－1（x）的图象与x轴有交点吗?若有，求出交点坐标；若无交点，说明理由．
　　解：（1）由3x＋5≠0且
[image: image286.wmf]x

x

2

3

2

3

＋

－

＞0，解得x≠－
[image: image287.wmf]3

5

且－
[image: image288.wmf]2

3

＜x＜
[image: image289.wmf]2

3

．取交集得－
[image: image290.wmf]2

3

＜x＜
[image: image291.wmf]2

3

．

　　（2）令
[image: image292.wmf]m

（x）＝3x＋5，随着x增大，函数值减小，所以在定义域内是减函数；

　　
[image: image293.wmf]x

x

2
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2

3

＋

－

＝－1＋
[image: image294.wmf]x
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3

6

＋

随着x增大，函数值减小，所以在定义域内是减函数．

　　又y＝lgx在定义域内是增函数，根据复合单调性可知，y＝
[image: image295.wmf]x

x
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＋
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是减函数，所以f（x）＝
[image: image296.wmf]5
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[image: image297.wmf]x
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lg

＋

－

是减函数．

　　（3）因为直接求f（x）的反函数非常复杂且不易求出，于是利用函数与其反函数之间定义域与值域的关系求解．

　　设函数f（x）的反函数f－1（x）与工轴的交点为（x0，0）．根据函数与反函数之间定义域与值域的关系可知，f（x）与y轴的交点是（0，x0），将（0，x0）代入f（x），解得x0＝
[image: image298.wmf]5

2

．所以函数y＝f－1（x）的图象与x轴有交点，交点为（
[image: image299.wmf]5
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，0）。

一．指数函数与对数函数 
．同底的指数函数
[image: image300.wmf]x

ya

=

与对数函数
[image: image301.wmf]log
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yx

=

互为反函数；
（二）主要方法：
1．解决与对数函数有关的问题，要特别重视定义域； 

2．指数函数、对数函数的单调性决定于底数大于1还是小于1，要注意对底数的讨论；
3．比较几个数的大小的常用方法有：①以
[image: image302.wmf]0

和
[image: image303.wmf]1

为桥梁；②利用函数的单调性；③作差．
（三）例题分析：
例1．（1）若
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    （2）若
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    （3）设
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