  教学，重要的不是教师的“教”，而是学生的“学”
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第一章

集合与函数的概念
 eq \o\ac(○,学)  eq \o\ac(○,习)  eq \o\ac(○,导)  eq \o\ac(○,言)
章节知识概述
现实世界风云变幻，但并非是深不可测，你知道如何去描述客观世界吗？这就涉及到我们本章所要学习的知识：集合与函数的概念.
本章共分为三大节：第一大节讲的是集合.“集合是高中数学的基本概念”，集合语言的是现代数学的基本语言.使用集合语言可以简洁、准确地表达一些数学内容.高中数学课程只是将集合作为一种语言来学习.在本节的学习过程中，我们将学会使用最基本的集合语言表示有关的数学对象，发展运用数学语言交流的能力.第二大节讲的是函数的基本概念及其表示.函数是描述客观世界变化规律的重要的数学模型，高中阶段不仅把函数看成变量之间的依赖关系，同时还用集合与对应语言加以刻画.由此可以看出，函数是高中数学重要内容.不仅如此，函数还是学习高等数学的基础.函数现象大量地存在我们的周围，与我们的生活息息相关，是我们认识世界和改造世界的有力的工具，函数的思想方法将贯穿高中数学课程的始终.第三大节讲的是函数的基本性质.本节中系统地归纳了高中数学阶段所学函数的基本性质，有助于我们加深对函数概念的理解.与此同时，本节还给出了研究一般函数的方法，帮助我们提高研究函数性质的能力.
本章的重点是体会集合语言的使用，理解函数的概念，掌握函数的性质，并学会研究函数一般性质的方法.本章的难点是对函数概念的理解与对函数性质的把握.
《集合与函数的概念》是整个高中数学的基础，学好本章对把握整个高中数学起着至关重要的作用.
课标理念感悟
一．知识与技能目标

1．通过对具体实例，了解集合的概念，体会元素与集合之间的“属于”关系，理解两个集合之间的包含关系，能识别给定集合的子集，理解两个集合的并集与交集的含义，会求简单集合的并集与交集，并在此基础上理解在给定集合中一个子集的补集的含义，会求给定子集的补集.
2．通过丰富的实例，进一步体会函数是描述两个变量之间的依赖关系的重要的数学模型，在此基础上学习用集合与对应语言来刻画函数，体会对应关系在刻画函数概念中的作用；了解函数的要素，会求一些简单的定义域与值域；了解映射的概念.
3．在实际问题中，会根据不同的需要选择恰当的方法(如图象法、列表法、解析法)表示函数.
4．理解函数的单调性、最大(小)值及其几何意义，结合具体函数，了解奇偶性的含义.
二．过程与方法
1．能过对集合的研究，学会运用集合语言描述数学问题，并解决相关的集合中的运算问题.
2．通过对函数的概念的理解与分析，体会函数在实际生活中的作用.

3．通过对函数性质的研究，体会研究数学问题的一般方法，理解函数的性质在研究函数问题中的作用.

三．思想与情感目标
1．学会从综合运用集合语言描述数学问题，培养自己良好的数学意识，体会数学知识来源于实际生活，从而培养自己对数学的兴趣.

2．通过对函数概念与性质的学习，体会学习严谨与和谐之美，激发自己研究数学的热情，培养自己严谨的治学态度.

3．通过对全章的学习，领悟集合与函数在日常生活中的应用，从而培养自己解决综合问题的能力与良好的数学思维品质.

1.1 集  合

    1.1.1 集合的含义与表示

一位数学家的女儿从幼儿园放学回到家中，父亲问她今于学到了什么？女儿高兴地回答说：“我们今天学习了‘集合’.”数学家想：对于一个高度抽象的概念来说，女儿的年龄实在太小了.因此他关切地问：“你懂吗？”女儿肯定地回答：“懂!一点也不难.”父亲还是放心不下：“你们老师是怎么教的？”女儿说：“老师先让男孩子站起来，说：‘这是男孩组成的集合.’然后又让女孩子站起来，说：‘这是女孩组成的集合.’最后老师问我们：‘都懂了吗？’大家回答说：‘都懂了!’”听玩女儿的陈述，父亲决定用下面的问题作最后的检验：“那么，世界上所有的土豆是否能组成一个集合呢？”迟疑了一会儿，女儿最终回答道：“不能!除非它们都能站起来.”大家认为这位小孩回答的是否是正确的呢？当我们学习了本节“集合的含义与表示”以后，也许你就能给出一个恰当的评价了.
( 研习教材重难点
研习点1  集合的概念（重点）
1．集合的概念

集合论是德国数学家康托尔在19世纪未创立的，集合是近代数学中不加定义的原始概念之一，不能用其它概念给它下定义，只能给出其描述性的说明：一般地，我们把研究对象统称为元素(element)，它常用小写的字母
[image: image369.wmf]B

表示，我们把一些元素组成的总体叫做集合(set)，简称集.集合通常用大写的字母
[image: image2.wmf],,

ABC

L

表示.
如果
[image: image3.wmf]a

是集合A的元素，就说
[image: image4.wmf]a

属于（belong to）集合A，记作
[image: image5.wmf]aA

Î

；如果
[image: image6.wmf]a

不是集合A中的元素，就说
[image: image7.wmf]a

不属于（not　belong to）集合A，记作
[image: image8.wmf]aA

Ï

.例如：我们用A表示“1，2，…,20”中所有的质数组成的集合，则应该有
[image: image9.wmf]3,4.

AA

ÎÏ


【辨析·比较】                      元素与集合的联系与区别
	　区别

概念
	概念上的区别
	符号上的区别
	关系

	元素
	研究对象
	小写的字母a,b,c……
	
[image: image10.wmf]aA

Î

或


[image: image11.wmf]aA

Ï



	集合
	一些对象组成的总体
	大写的字母A，B，C………
	


2．集合中元素的特征
从上面描述性的说明中可以看出集合应具以下几个性质：
（1）确定性：即给定的集合，它的元素必须是确定的.即给定一个集合A，那么任何一个元素
[image: image12.wmf]a

在不在这个集合中就确定了.也就是说
[image: image13.wmf]aA

Î

或
[image: image14.wmf]aA

Ï

必须有且只有一种情形成立.
（2）互异性：一个给定的集合中的元素是互不相同的，也就是说，集合中的元素是不能重复出现的，相同的元素在集合中只能算作一个元素.例如方程
[image: image15.wmf]2

(1)(2)0

xx
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的解只能写成
[image: image16.wmf]{1,2}

-

，而不能写成
[image: image17.wmf]{1,2,2}

--

.
（3）无序性：集合中元素的排列是无次序的，例如
[image: image18.wmf]{1,2,3}

与
[image: image19.wmf]{1,3,2},{2,3,1}

等应表示同一个集合.

判断一组对象能否构成集合，关键是看对象是否满足集合中元素绵三个特征，特别看是否满足确定性.只要构成两个集合的元素是一样的，我们就称这两个集合是相等的.
典例1. 判断下列各组对象能否构成集合？
（1）不小于2004且不大于2010的所有正整数；
（2）方程
[image: image20.wmf]2

1

0

2

xx

-+=

的实数根；
（3）比较矮的人.
【研析】（1）不小于2004且不大于2010的所有正整数
[image: image21.wmf]x

满足
[image: image22.wmf]20042010

x

££

，其中正整数有2004,2005,2006,2007,2008,2009,2010.满足集合中元素的三个特征，从而不小于2004且不大于2010的所有正整数能构成集合.

（2）因为方程
[image: image23.wmf]2

1

0

2

xx

-+=

的根的判断式
[image: image24.wmf]2

1

(1)4110

2

D=--´´=-<

，从而方程
[image: image25.wmf]2

1

0

2

xx

-+=

没有实数根.因此方程
[image: image26.wmf]2

1

0

2

xx

-+=

的所有实数根能构成集合，这个集合是空集.

（3）比较矮的人不能构成集合.因为人的高矮是相对而言的，我们无法找出一个客观标准，使得在这样的一个标准下能说清楚某个人倒底是高还是矮，也就是说这样的对象不满足集合元素的确定性，从而我们可以认为比较矮的人不能构成集合.

3．数学中一些常见的数集及其记法
全体非负整数组成的集合称为非负整数集（或自然数集），记作
[image: image27.wmf]N

；
所有正整数组成的集合称为正整数集，记作
[image: image28.wmf]*

N

或
[image: image29.wmf]N

+

；

全体整数组成的集合称为整数集，记作
[image: image30.wmf]Z

；

全体有理数组成的集合称为有理数集，记作
[image: image31.wmf]Q

；

全体实数组成的集合称为实数集，记作
[image: image32.wmf]R

.

【领悟·整合】                        数“0”的归属
   　新的国际标准定义自然数集含元素0，并且0是最小的自然数，这样做一方面是为了推广国际标准化组织（ISO）制定的国际标准，另一方面，0还是十进制数｛0,1，2，……,9｝中最小的数.有了0，对于
[image: image33.wmf],

aNaaN

Î-Î

便有了依据.
研习点2  集合的表示方法（重点）
1．列举法
把集合的元素一一列举出来，并用花括号“｛｝”括起来表示集合的方法叫做列举法.列举法的优点是可以明确集合中具体的元素及元素的个数.在使用列举法时必须应注意以下几项事项：
（1）元素间用“，”分隔；
（2）集合中元素必须满足元素的三个特征；

（3）对于含有限个元素且元素个数较少的集合宜采用列举法；如果元素的个数较多或无限个且构成集合的元素具有明显的规律时，也可以使用列举法，但必须把元素的规律显示清楚后才能用省略号，例如不超过1000的正整数构成的集合可表示为
[image: image34.wmf]{1,2,3,,1000}.
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2．描述法
用集合所含元素的共同特征表示集合的方法称为描述法.具体的做法是：在花括号内先写上表示这个集合元素的一般符号及取值（或变化）范围，再画一条竖线，在竖线后写出这个集合中元素所具有的共同特征.它的形式为
[image: image35.wmf]{|

pDp

Î

适合的条件
[image: image36.wmf]｝

，其中
[image: image37.wmf]p

叫做代表元素，
[image: image38.wmf]D

为
[image: image39.wmf]p

的限制范围，其含义为所有适合该条件的对象构成的集合.如果从上下文关系来看，
[image: image40.wmf]pD

Î

是明确的，那么
[image: image41.wmf]pD

Î

可以省略，只写元素
[image: image42.wmf]p

，写成
[image: image43.wmf]{|

pp

适合的条件
[image: image44.wmf]｝

.例如
[image: image45.wmf]{|13}

xRx
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也可以表示成
[image: image46.wmf]{|13}

xx

£<

；
[image: image47.wmf]{|31,}

BxZxkkZ
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也可表示成
[image: image48.wmf]{|31,}

BxxkkZ

==-Î

. 使用描述法应注意以下事项：
（1）应写清楚该集合中元素的代表元素.如集合
[image: image49.wmf]{|13}

xx

£<

不能写成
[image: image50.wmf]{13}

x

£<

，这样就少了代表元.再如集合
[image: image51.wmf]22

{(,)|1}

xyxy
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与集合
[image: image52.wmf]22

{|1}

yxy
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表示不同的两个集合，前者是点集，而后者是数集，区别就在于它们的代表元不同.
(2)准确地说明该集合中元素的特征.

(3)应对其代表元素进行说明.如下面的表示方法是错误的：
[image: image53.wmf]{,|(1,2)}

xy

（

）

，事实上它应表示为
[image: image54.wmf]{(,)|1,2}

xyxy

==

，或表示为
[image: image55.wmf]{(1,2)}

.

【知识·链结】                        描述法采用的三种数学语言
    描述法的语言形式主要有三种：文字语言、符号语言和图形语言.例如表示直线
[image: image56.wmf]yx

=

上所有点组成的集合，可采用以下三种形式来表示：

（1）自然语言：直线
[image: image57.wmf]yx

=

上所有点组成的集合；

（2）符号语言：
[image: image58.wmf]{(,)|}

xyyx

=


（3）图形语言：在平面直角坐标系内画出第I,II象限的角平分线.
典例2.用列举法表示下列集合：

（1）
[image: image59.wmf]{(,)|3,,}

xyxyxNyN

+=ÎÎ

；　（2）
[image: image60.wmf]{|3,,}

yxyxNyN

+=ÎÎ

.―――――――
【研析】（1）与（2）两个集合有着本质的区别，其中（1）中集合的元素是有序实数对
[image: image61.wmf](,)

xy

，可以理解为直角坐标平面上点的坐标，故其集合应理解成点集，并且若
[image: image62.wmf]ab

¹

时，
[image: image63.wmf](,)

ab

与
[image: image64.wmf](,)

ba

表示不同的元素；而（2）则是一个数集，另外还应注意
[image: image65.wmf]0.

N

Î

从而：
（1）
[image: image66.wmf],

xy

都是自然数，而
[image: image67.wmf]303301221

=+=+=+=+

，故对应的集合为
[image: image68.wmf]{(0,3),(3,0)

，
[image: image69.wmf](1,2),(2,1)}

；
（2）集合中的元素是自然数
[image: image70.wmf]y

，故集合为
[image: image71.wmf]{0,1,2,3}.


3．列举法与描述法的比较
列举法与描述法各有优点，应根据具体问题确定使用那种集合的表示法，列举法具有直观、明了的特点，但有些集合是不能用列举法表示出来的，例如方程
[image: image72.wmf]30

x

->

的解集.描述法把集合中所具有元素的特征性质描述出来，具有抽象、概括、普遍性的特点.表示一个集合可认为是进行如下过程：
[image: image354.wmf]B


[image: image73.wmf]列

举

法

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
[image: image74.wmf]描

述

法


典例3.试分别用列举法和描述法表示下列集合：
（1）由方程
[image: image75.wmf]2

(23)0

xxx

--=

的所有实数根组成的集合；　
（2）大于2且小于7的整数组成的集合.

【研析】（1）用描述法表示为
[image: image76.wmf]2

{|(23)0}

xRxxx

Î--=

；
用列举法表示为
[image: image77.wmf]{0,1,3}.
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　　　（2）用描述法表示为
[image: image78.wmf]{|27}

xZx

Î<<

；
用列举法表示为
[image: image79.wmf]{3,4,5,6}.


4．集合的分类
根据集合中元素的多少，集合可分为：有限集、无限集.元素个数是有限多个的集合称为有限集(finite set)，例如
[image: image80.wmf]{1,2,3}

，
[image: image81.wmf]{|14}

xZx

Î££

都是有限集；元素个数是无限的集合称为无限集(infinite set)，例如
[image: image82.wmf]{|14}

xRx

Î££

就是无限集；我们把不含有任何元素的集合称为空集（empty set），记作
[image: image83.wmf]Æ

.例如求方程
[image: image84.wmf]2
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所有实数解的集合.因为方程
[image: image85.wmf]2
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没有实数解，从而
[image: image86.wmf]2
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【探究·发现】                        
[image: image87.wmf]a

与
[image: image88.wmf]{}

a

、
[image: image89.wmf]x

与
[image: image90.wmf]f

的关系
　　　
[image: image91.wmf]a

与
[image: image92.wmf]{}

a

是截然不同的，一般而言，
[image: image93.wmf]a

表示一个元素，而
[image: image94.wmf]{}

a

表示一个集合.比如
[image: image95.wmf]2{2,3}

Î

，
[image: image96.wmf]0{0}

Î

，
[image: image97.wmf]0{2,3}

Ï

等表示方法都是正确的，而象
[image: image98.wmf]0{0},{0}{0,1}

=Î

等表示方法都是错误的.空集
[image: image99.wmf]f

是不含有任何元素的集合，即
[image: image100.wmf]f

中没有元素.因此无论何时何处，“
[image: image101.wmf]x

f

Î

”的写法总是错误的，而“
[image: image102.wmf]x

f

Ï

”的写法却又总是正确的.
典例4.用适当的方法表示下列集合，并判断它是有限集还是无限集.
（1）第三象限内所有点组成的集合；　　

（2）由大于－3而小于9的偶数组成的集合；

（3）所有被5除余2的奇数组成的集合.

【研析】（1）
[image: image103.wmf]{(,)|0,0}

xyxy

<<

，它是无限集；
（2）
[image: image104.wmf]{2,2,4,6,8}

-

，共有5个元素，是有限集；

（3）
[image: image105.wmf]{|107,}

xxkkZ

=+Î

，它是无限集.
(探索解题新思路

基础思维探究
题型一  集合概念的考查

【典例1】分析下列各组对象能否构成集合：

（1）比2008大的数；

（2）一次函数
[image: image106.wmf](0)

ykxbk

=+¹

的图象上的若干个点；

（3）正比例函数
[image: image107.wmf]yx

=

与反比例函数
[image: image108.wmf]1

y

x

=-

的图象的交点；

（4）面积比较小的三角形.―
研析 　（1）中“几个数”、（2）中的“若干个点”和（4）中的“面积比较小”都是模糊的概念，因此与之对应的对象都是不确定的，自然它们不能构成集合.而（3）中正比例函数
[image: image109.wmf]yx

=

与反比例函数
[image: image110.wmf]1
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的图象没有交点，所以这两个函数的图象的交点能构成集合，这个集合是空集
[image: image111.wmf].
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反思领悟  判断一组对象能否构成集合，关键是看其对象是否满足集合中元素的三个特征，特别是看是否满足确定性.构成集合的对象是确定的，是指能让人们说清楚的对象，存在可以，不存在也可以.如（3）中两个图象没有交点，这两个函数的交点也能构成集合，不过是空集
[image: image112.wmf]f

罢了.不能构成集合的对象是不确定的对象，是指让人们说不清楚的对象，存在与不存在都是模糊的，如（1）、（2）、（4）中的对象.
【拓展·变式】

1.给出下列四组对象，能构成集合的是（　　）
A．某班所有高个子的同学　　　　B．著名的艺术家

C．一切很大的数　　　　　　　　D．倒数等于它本身的实数
题型二  集合中元素性质的理解
【典例2】求集合
[image: image113.wmf]2
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中的元素
[image: image114.wmf]x

的取值范围.
研析 集合中的元素必须满足互异性，因此
[image: image115.wmf]x

的取值必须满足集合中的三个元素互不相等，从而由元素的互异性可知，
[image: image116.wmf]x

必须满足
[image: image117.wmf]2
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，解得
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故
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的取值范围是
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探索发现  在求解有关的集合中元素的问题时，互异是至关重要的，应引起足够的重视.互异性是指集合中没有两个相同的元素，相同的元素只能算作是一个元素.
【拓展·变式】

2.已知集合
[image: image123.wmf]22
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[image: image125.wmf]a

的值.
题型三  考查集合的表示方法
【典例3】试选用适当的表示方法表示下列集合：
（1）一次函数
[image: image126.wmf]3
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的图象的交点组成的集合；

（2）二次函数
[image: image128.wmf]2
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的函数值组成的集合；

（3）反比例函数
[image: image129.wmf]2
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的自变量的值组成的集合.
研析　（1）
[image: image130.wmf]Q



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image131.wmf]3
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，从而由一次函数
[image: image132.wmf]3
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的图象的交点组成的集合为
[image: image134.wmf]{(1,4)}.
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　　　（2）
[image: image135.wmf]22
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，从而由二次函数
[image: image136.wmf]2
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的函数值组成的集合为
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　　　（3）
[image: image138.wmf]2
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，从而由反比例函数
[image: image139.wmf]2
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的自变量的值组成的集合为
[image: image140.wmf]{|2}.

xx

¹±


推广引申  只有确定的对象才能构成集合，可根据对象的特点或个数的多少来表示集合，如对象的个数较少的有限集可采用列举法，而其它的一般采用描述法.在本例中，代表元素份别为点、函数值、自变量.因此在解题过程中不能将点的坐标表示成
[image: image141.wmf]{1,4}
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，也应注意对比（2）和（3）中的两个集合，自变量的范围和函数值的范围在着本质的区别，分析时时应引起特别的注意.另外，在表示集合的过程中，要特别注意数学语言、符号的规范使用.
【拓展·变式】

3. 下列的研究对象能否构成一个集合？如果能，采用适当的方式表示它.
（1）小于5的自然数
（2）某班所有个子高的同学；

（3）不等式
[image: image142.wmf]217
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的整数解.
题型四  对集合分类的考查
【典例4】判断下列集合是有限集还是无限集.对于有限集，指出其元素的个数.
（1）
[image: image143.wmf]{|4012124031}
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（2）平面内到线段AB的两个端点距离距离相等的点P的集合.

【研析】（1）由
[image: image144.wmf]4012124031
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，解得
[image: image146.wmf]1

20152006.

2

x

-<£


再由
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得
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，所以集合
[image: image149.wmf]A

是有限集，共有4022个元素.

　　　（2）到线段AB的两个端点的距离相等的点P都在线段AB的垂直平分线上，集合可表示为
[image: image150.wmf]{|}
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，它是无限集.
思维指南  在第（1）小题中，4022是这样算出来的：连续的整数
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中，共有
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个整数.

【拓展·变式】

4.下面给出四个集合：

①方程
[image: image153.wmf]3
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的解集；

②以A为圆心，
[image: image154.wmf]m

为半径的圆上所有点的集合；

③不等式
[image: image155.wmf]324
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的解集；

④
[image: image156.wmf]{

M

=

平行四边形
[image: image157.wmf]}

　

其中无限集的个数是（　　　）

A．1　　B．2　　C．3　　D．4
综合思维探究
题型一  学科内综合题

【典例5】已知集合
[image: image158.wmf]2
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（1）若集合
[image: image159.wmf]A

是空集，求实数
[image: image160.wmf]a

的取值范围；

（2）若集合
[image: image161.wmf]A

是单元素集，求实数
[image: image162.wmf]a

的值；

（3）若集合
[image: image163.wmf]A

中至多有一个元素，求实数
[image: image164.wmf]a

的取值范围.

研析   （1）若集合
[image: image165.wmf]A

是空集，则应有
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（2）若集合
[image: image168.wmf]A

是单元素集，则

①若
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，则此时
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②若
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因此
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（3）若集合
[image: image177.wmf]A

中至多有一个元素，即集合
[image: image178.wmf]A

为空集或单元素集，则
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探索发现  集合的有关概念是集合有基础知识，常与方程的根等知识综合应用，有时需用到分类讨论思想.对于以
[image: image181.wmf]2
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的形式出现的方程，应注意二次项系数
[image: image182.wmf]a

能否为零，因为只有当
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时，才能利用二次函数的判别式来研究实数根与系数的关系.
【拓展·变式】

5. 已知集合
[image: image184.wmf]{|
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的方程
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[image: image187.wmf]}

，用列举法表示集合
[image: image188.wmf]A
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题型二 开放探究题

[image: image355.wmf]A

【典例6】如图所示，用集合语言表示射线AB上所有点构成的集合和这条射线上所有点的纵坐标构成的集合.

研析　设直线AB的解析式是
[image: image189.wmf]ykxb
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，因为直线AB过点（1,0）、（0,2），从而得
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所以直线AB的解析式是
[image: image192.wmf]1.
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所以射线AB上所有点构成的集合是
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中，令
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所以，射线AB上所有点的纵坐标构成的集合是
[image: image197.wmf]{|1}.

yy

³-


交流探讨 正确区分点集与数集是解决本题的关键.代表元素是什么应当分析清楚，因为这决定了集合所表示的内容.如本题中，“射线上的所有点”指明了该集合是点的集合，而“所有点的纵坐标”则指明了集合是数的集合.
【拓展·变式】

6.用描述法表示图中阴影部分（含边界）的坐标的集合.
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题型三  课标创新题
【典例7】已知集合
[image: image199.wmf]22
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，试判断一切奇数是否都属于集合
[image: image200.wmf].
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研析　　一切奇数都属于集合
[image: image201.wmf]M

.因为任意的一个奇数均可以表示成
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理念链接　要判断一个元素是否属于一个集合，我们只需看该元素是否满足该集合中元素的性质即可.对于本题而言，我们只需判断任何一个奇数是否能写成
[image: image205.wmf]22
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都是整数)的形式即可得出结论.
【拓展·变式】

7．对于本例中给出的集合
[image: image207.wmf]M

，你还可以得到那些常见的结论？试着写出两个.
高考思维探究
集合的观点已渗透到数学的各个分支，是高考试题中必考的内容.对于集合概念的考通常分为两类：一类是考查集合本身的性质；另一类是将集合作为工具，与其他知识综合起来形成新的知识网络进行考查.

【典例8】（2008年山东济宁一中模拟）已知集合
[image: image208.wmf]2
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【研析】讨论方程
[image: image214.wmf]2
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的实根情况，从中确定实数
[image: image215.wmf]a

的取值，由题知方程有一个实数（两个相等实根）或没有实根两种情况.

（1）当
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（2）当
[image: image219.wmf]0
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时，原方程
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是一元二次方程，由
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，即方程此时无实根或有一个实根（两个相等的实根），符合题意.

综上可知，
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品思感悟 对于方程“
[image: image225.wmf]2
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”应首先考虑其是否是一元二次方程，即考查最次项前的最高次项的系数是否为0.若为0，则此方程即为一元一次方程，当然只有一个实根；否则，应当令
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【拓展·变式】
8．（2006年广东湛江）如果集合A={x|ax2＋2x＋1=0}中只有一个元素，则a的值是   （    ）
A.0            B.0 或1        C.1            D.不能确定
( 开拓学习新视野
悖论

了解一些悖论的基本知识，可以激发兴趣，启发思维，活跃思维.

悖论与通常所说的诡辩是不同的，诡辩不仅通过公认的理论可以明显看出其错误性，而且还可以通过已有理论、逻辑来推断其的原因.悖论虽然让人感到其不妥的，但从其所在的理论体系内部却不能阐明其错误的原因.悖论对于其所在的（或当时的）科学理论体系而言是一种解释不了的矛盾.正如Y.Hillel所说：如果某种理论的公理或推理原则看上去是合理的，但在这个理论中却推出了两个互相矛盾的命题，或者证明了这样一个复合命题，它表现为两个互相矛盾命题的等价性，那么我们就说这个理论包含了一个悖论.

1902年罗素提出：集合可以分为两类，一类是集合
[image: image227.wmf]A

是它本身的元素（这种集合称为本身分子集），如“一切概念的集合”，它本身也是一个概念，它属于这个集合“一切集合的集合”也是一个本身分子集；第二类是非本身分子集，这就是我们平常所见的集合，比如有理数集
[image: image228.wmf]Q

，它不是有理数，所以
[image: image229.wmf]QQ
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. 
那么一切非本身分子集的全体构成的集合
[image: image230.wmf]{|}
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是哪一类集合呢？

如果
[image: image231.wmf]W

是非本身分子集，从概念上看，应有
[image: image232.wmf]WW
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，但从
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的元素构成来看，应有
[image: image234.wmf]WW
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；如果
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是本身分子集，从概念上看，应有
[image: image236.wmf]WW
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，可是再从
[image: image237.wmf]W

的元素构成来看，应有
[image: image238.wmf]WW
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. 这样就得出了一个悖论，称为罗素悖论.原因是“一切”两字不能漫无边际地泛泛使用，应当有一定的约束.1919年罗素还把上述悖论改写为更为通俗的“理发师悖论”：某村只有一个理发师，且该村的人都需要理发.理发师约定，给且只给村中不给自己理发的人理发.试问：理发师给不给自己理发？如果理发师给自己理发，那么就违背了他自己的约定，如果理发师不给自己理发，那么按照他的约定，他就应该给自己理发.其实这一悖论产生的原因是理发师的约定中，虽然没有说明该村的一切人（或所有的人），实际上是指所有人，而也包括了他自己.

十九世纪中叶以后，数学界的气氛是自庆自慰的，罗素悖论出现以后，一片哗然，使人们对数学理论的正确性产生了怀疑，形成了数学史上的第一次数学危机，弗雷格正要出版《算法基础》第三卷，他称：一个科学家所遇到的最不合心意的事情，莫过于在他工作即将结束时，其基础崩溃了，罗素先生的一封信（提出了罗素悖论），将我置于这个境地.戴德金也因此收回了正欲出版的名著《什么是数和数是什么》.
以罗素悖论为起点，连续出现了一系列的悖论，尖锐地冲击了当时沉醉于丰硕成果中的过分乐观的人们.当然在惊异之余，人们还是获得了重大的进步，取得了人类实践上的重大突破.现大由于科学的发展，各大领域中出现大量的思维、推理上被称为悖论的问题，下面摘录《科学美国人》杂志社编发的“悖论箱”中的几例，以此增添兴趣.
1．梵学者的预言
印度预言家的女儿，在纸上用一句话写一件事，让她父亲预言这件事在下午三点前是否会发生，并在一张卡片上写“是”或“不”.此梵学者，在卡片上写了一个“是”字.而她女儿在纸上所写的却是：在下午三点以前，你将写一个“不”字在卡片上.梵学者发现，他被女儿捉弄了，因为无论是他在卡片是写“是”还是“不”都与他的预言相悖，他根本不可能作出正确的预言.

这种悖论的另一种形式是让计算机“亮红灯”（是）与“亮绿灯”（不）来预言它下一次亮的是不是绿灯.这在逻辑上是不可能成立的.

2．选举悖论
有三个对象A、B、C竞选，民意测验表明：三分之二的选民愿意选A不愿意选B，也有三分之二的人愿意B而不愿意选C，问是否愿意选A的人比愿意选C的人多?答案是不一定的.
事实上，每个对象都可能有三分之二的可能愿意选他而不愿意选另一个.例如：

	选民　　　　　　民意
	先
	中
	后

	1/3
	A
	B
	C

	1/3
	C
	A
	B

	1/3
	B
	C
	A


肯尼迪·阿洛曾根据这一条统计性悖论及其它逻辑原理证明了：一个十全十美的民主选举系统在原则上是不可能实现的,他因此项成果获得了1972年诺贝尔经济学奖.

3．关于时间的悖论
一盏灯，开一分钟，闭半分钟，再开四分之一分钟，闭
[image: image239.wmf]1

8

分钟，……如此下去，问最后这盏灯是开着还是闭着?

哲学家马克斯·布莱克的另一种叙述方式：一个球在A盘中停1分钟，传到B盘中停
[image: image240.wmf]1
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分钟，再传回A盘中停
[image: image241.wmf]1
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分钟，如此下去，最后球停在哪一个盘中？
与这有关的一个悖论是一个多数人熟悉的经典悖论：一只飞虫在两位骑自行车相对而行的人之间来回飞行（两车同速，匀速为2公里/小时，相距1里）.当两车在中点碰面时，飞虫是向着哪一个方向？飞虫共飞了多少距离？（第二个问题的实际计算很简单，因为两车相遇时为
[image: image242.wmf]1

4

小时，故为
[image: image243.wmf]1

4

×飞虫速度）.
( 优化解题新演练
一、理解与应用

1．下列对象能组成集合的是（　　）
A．大于6而小于9的整数　　　　B．长江里的大鱼

C．某地所有高大建筑群　　　　　D．
[image: image244.wmf]3

的近似数

2．给出四个关系中式：①

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image245.wmf]{0}

f

=

；②

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image246.wmf]0{(0,0)}

Î
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image247.wmf]0{0}

Î
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image248.wmf]*
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.其中表述正确的是（　　）

A．①

 = 3 \* GB3 ③

 = 4 \* GB3 ④　　　　B．②

 = 3 \* GB3 ③　　　　C．③

 = 4 \* GB3 ④　　　　D．①

 = 2 \* GB3 ②

 = 3 \* GB3 ③

 = 4 \* GB3 ④
3．下列集合中表示同一个集合的是（　　）
A．
[image: image249.wmf]{1,2},{(1,2)}
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B．
[image: image250.wmf]{1,2},{2,1}
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C．
[image: image251.wmf]{|1,},{|1,}
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D．
[image: image252.wmf]1
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4．集合
[image: image253.wmf]*
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所有元素是（　　）
A．1,2，3,4　　　　B．－2,2　　　　C．－2,2，4,5　　　　D．2,4，5，

二、拓展与创新

5．定义集合运算：
[image: image254.wmf]{|(),,}

ABzzxyxyxAyB

==+ÎÎ

e

.设集合
[image: image255.wmf]{0,1},{2,3}

AB

==

，则集合
[image: image256.wmf]AB

e

的所有元素之和为　　　　　　　　. 

6．一次函数的图象上的所有点构成的集合是　　　　　　　　；全体一次函数的集合是　　　　　　　　.

三、综合与探究

7．用不同的方法表示方程
[image: image257.wmf]2
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的所有实数解构成的集合.
8.已知集合
[image: image258.wmf]2
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有惟一的实数解
[image: image259.wmf]}

，试用列举法表示集合
[image: image260.wmf].
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答案与解析研读

【拓展·变式】
1．D　提示：因为A、B、C中的对象都没有一个确定的衡量标准，故它们都不能构成集合.

2．解：由题意得
[image: image261.wmf]21
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+=

或
[image: image262.wmf]2
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或
[image: image263.wmf]2
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，即
[image: image264.wmf]1
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或
[image: image265.wmf]2
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或
[image: image266.wmf]0.
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由集合元素的互异性知
[image: image267.wmf]1

a

¹-

且
[image: image268.wmf]2
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[image: image269.wmf]0.
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3．解：（1）可以表示成集合｛0,1，2，,3，4｝.

（2）其中的对象没有明确的标准，不具备确定性，故不能构成一个集合.

（3）可以表示成集合
[image: image270.wmf]{|217}
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4．C　提示：②

 = 3 \* GB3 ③

 = 4 \* GB3 ④是无限集，①表示集合
[image: image271.wmf]{3,1}
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为有限集.
5．解：本题应分为两种情况讨论.

（1）
[image: image272.wmf]2
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有惟一实数解，由
[image: image273.wmf]2
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得
[image: image274.wmf]14(4)0
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解得
[image: image275.wmf]17
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，此时
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且
[image: image278.wmf]17
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满足题意.

（2）方程可写成
[image: image279.wmf](2)(2)
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　　①
当
[image: image280.wmf]2
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时，方程①有惟一解
[image: image281.wmf]3
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，
[image: image282.wmf]2.
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当
[image: image283.wmf]2
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时，方程①有惟一解
[image: image284.wmf]1,2.
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综上可得
[image: image285.wmf]17
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6．解：图中的阴影部分是两个平面区域，而平面是由点构成的，因此本题中“代表元”应该是点. 设点
[image: image286.wmf](,)
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是阴影区域内的任一点，则满足
[image: image287.wmf]5
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或
[image: image288.wmf]20
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，从而阴影部分的集合为
[image: image289.wmf]þ
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7．解：我们还可以得到以下结论：

（1）
[image: image290.wmf]M

中的所有元素都属于
[image: image291.wmf]Z

；

　　　（2）
[image: image292.wmf]M

是无限集；

　　　（3）偶数
[image: image293.wmf]42()

nnZ
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不属于
[image: image294.wmf]M

；

　　　（4）属于
[image: image295.wmf]M

的两个整数，其积仍属于集合
[image: image296.wmf]M

；

　　　（5）所有的完全平方数都属于集合M；

　　　（6）集合M中的整数在数轴上的点关于原点O对称.

等等，只需写出两个即可.

8.B 提示：如果
[image: image297.wmf]0
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时，方程ax2＋2x＋1=0只有一个实数根
[image: image298.wmf]1
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，满足题意；如果
[image: image299.wmf]0
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，则应有
[image: image300.wmf]440
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，从而得
[image: image301.wmf]1.
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综上可得
[image: image302.wmf]0
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或
[image: image303.wmf]1.
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【优化解题演练】

1．A　提示：对象是否能构成集合关键是看是否满足元素的确定性，另外空集也是集合.
2．C　提示：
[image: image304.wmf]f

是没有一个元素的集合，而
[image: image305.wmf]{0}

是有一个元素的集合，从而①是错误的；
[image: image306.wmf]{(0,0)}

是由点
[image: image307.wmf](0,0)

构成的单元素集，而0是一个数，不是点，从而②错误.

3．B　提示：集合中元素满足无序性.

4．D　　提示：由
[image: image308.wmf]*
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可知
[image: image309.wmf]6
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是8的约数（或者说
[image: image310.wmf]8

能被
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整除）且
[image: image312.wmf]60
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image314.wmf]61,2,4,8
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，解得
[image: image315.wmf]5,4,2,2.
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其中
[image: image316.wmf]5,4,2,2
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，所以集合A中的所有元素是2,4，5.
5．18　 提示：由
[image: image317.wmf]{|(),,}

ABzzxyxyxAyB
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及
[image: image318.wmf]{0,1},{2,3}
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知：

当
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；当
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；当
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时，
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6.
[image: image327.wmf]{(,)|,,
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是常数且
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；
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是常数且
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7．解：（1）列举法：
[image: image331.wmf]{1,1}
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（也可表示成
[image: image332.wmf]{1,1}
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　　（2）描述法：
[image: image333.wmf]2
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（也可以是
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为方程
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的实数解
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8．解：化方程
[image: image337.wmf]2
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为
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，应分为以下三种情况：

（1）方程有相等的实数根且不是
[image: image339.wmf]2
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：由
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，解得
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，此时方程的解为
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，符合题意；

（2）方程有一个解为
[image: image343.wmf]2

，而另一个解不是
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，将
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代入得
[image: image346.wmf]2
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（3）方程有一解为
[image: image348.wmf]2
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，而另一解不是
[image: image349.wmf]2

，将
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代入得
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，此时方程的另一解为
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，符合题意.

综上可知，
[image: image353.wmf]9
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通过对元素规律的观察概括出特征元素的性质





根据特征性质，找出具体元素





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





























PAGE  
第 - 5 - 页 共 15 页

[image: image356.wmf]2

[image: image357.wmf]1

[image: image358.wmf]1

[image: image359.wmf]O

[image: image360.wmf]x

[image: image361.wmf]y

[image: image362.wmf]y

[image: image363.wmf]x

[image: image364.wmf]O

[image: image365.wmf]1

[image: image366.wmf]1

[image: image367.wmf]2

[image: image368.wmf]A

_1270763016.unknown

_1270808096.unknown

_1271163089.unknown

_1271163560.unknown

_1271163658.unknown

_1271163865.unknown

_1271163922.unknown

_1271164022.unknown

_1271164190.unknown

_1271163904.unknown

_1271163844.unknown

_1271163845.unknown

_1271163843.unknown

_1271163589.unknown

_1271163622.unknown

_1271163581.unknown

_1271163227.unknown

_1271163498.unknown

_1271163523.unknown

_1271163488.unknown

_1271163225.unknown

_1271163226.unknown

_1271163223.unknown

_1271163224.unknown

_1271163117.unknown

_1270808469.unknown

_1270809292.unknown

_1270809327.unknown

_1270809355.unknown

_1270809386.unknown

_1271162772.unknown

_1271162807.unknown

_1270809371.unknown

_1270809343.unknown

_1270809317.unknown

_1270809122.unknown

_1270809285.unknown

_1270808710.unknown

_1270809045.unknown

_1270809096.unknown

_1270808769.unknown

_1270808776.unknown

_1270808746.unknown

_1270808504.unknown

_1270808523.unknown

_1270808479.unknown

_1270808419.unknown

_1270808445.unknown

_1270808458.unknown

_1270808437.unknown

_1270808292.unknown

_1270808395.unknown

_1270808159.unknown

_1270764696.unknown

_1270800489.unknown

_1270800636.unknown

_1270808023.unknown

_1270808052.unknown

_1270807892.unknown

_1270807683.unknown

_1270800576.unknown

_1270800621.unknown

_1270800538.unknown

_1270765115.unknown

_1270799793.unknown

_1270799850.unknown

_1270767462.unknown

_1270799756.unknown

_1270765400.unknown

_1270765046.unknown

_1270765053.unknown

_1270764776.unknown

_1270763260.unknown

_1270764193.unknown

_1270764251.unknown

_1270764374.unknown

_1270764453.unknown

_1270764653.unknown

_1270764400.unknown

_1270764373.unknown

_1270764372.unknown

_1270764218.unknown

_1270764085.unknown

_1270764087.unknown

_1270764160.unknown

_1270764086.unknown

_1270763307.unknown

_1270763872.unknown

_1270764084.unknown

_1270763811.unknown

_1270763825.unknown

_1270763791.unknown

_1270763296.unknown

_1270763162.unknown

_1270763205.unknown

_1270763241.unknown

_1270763192.unknown

_1270763078.unknown

_1270763086.unknown

_1270763066.unknown

_1262699804.unknown

_1270677002.unknown

_1270757608.unknown

_1270759513.unknown

_1270760978.unknown

_1270761405.unknown

_1270762237.unknown

_1270762570.unknown

_1270762873.unknown

_1270762908.unknown

_1270762632.unknown

_1270762649.unknown

_1270762594.unknown

_1270762308.unknown

_1270762352.unknown

_1270762276.unknown

_1270761922.unknown

_1270761923.unknown

_1270761428.unknown

_1270761322.unknown

_1270761353.unknown

_1270761376.unknown

_1270761328.unknown

_1270761069.unknown

_1270761128.unknown

_1270761141.unknown

_1270761171.unknown

_1270761110.unknown

_1270760979.unknown

_1270760279.unknown

_1270760938.unknown

_1270760948.unknown

_1270760328.unknown

_1270760401.unknown

_1270760499.unknown

_1270760339.unknown

_1270760303.unknown

_1270759612.unknown

_1270760082.unknown

_1270760244.unknown

_1270759706.unknown

_1270759712.unknown

_1270759722.unknown

_1270759676.unknown

_1270759691.unknown

_1270759631.unknown

_1270759583.unknown

_1270759593.unknown

_1270759528.unknown

_1270758881.unknown

_1270759052.unknown

_1270759176.unknown

_1270759269.unknown

_1270759483.unknown

_1270759292.unknown

_1270759201.unknown

_1270759138.unknown

_1270759152.unknown

_1270759123.unknown

_1270758905.unknown

_1270758939.unknown

_1270758889.unknown

_1270757674.unknown

_1270758517.unknown

_1270758752.unknown

_1270758784.unknown

_1270758599.unknown

_1270757681.unknown

_1270757664.unknown

_1270757668.unknown

_1270757617.unknown

_1270730343.unknown

_1270756448.unknown

_1270757520.unknown

_1270757564.unknown

_1270757600.unknown

_1270757572.unknown

_1270757540.unknown

_1270756511.unknown

_1270757412.unknown

_1270757441.unknown

_1270757503.unknown

_1270756972.unknown

_1270756478.unknown

_1270755962.unknown

_1270756089.unknown

_1270756305.unknown

_1270756400.unknown

_1270756111.unknown

_1270756148.unknown

_1270755996.unknown

_1270756078.unknown

_1270755977.unknown

_1270730381.unknown

_1270755937.unknown

_1270755912.unknown

_1270730357.unknown

_1270730246.unknown

_1270730283.unknown

_1270730327.unknown

_1270730273.unknown

_1270730178.unknown

_1270730231.unknown

_1270677135.unknown

_1270670677.unknown

_1270672156.unknown

_1270674164.unknown

_1270675168.unknown

_1270675349.unknown

_1270675447.unknown

_1270676993.unknown

_1270675487.unknown

_1270676896.unknown

_1270675515.unknown

_1270675464.unknown

_1270675414.unknown

_1270675439.unknown

_1270675379.unknown

_1270675239.unknown

_1270675303.unknown

_1270675335.unknown

_1270675289.unknown

_1270675222.unknown

_1270675048.unknown

_1270675089.unknown

_1270675107.unknown

_1270675059.unknown

_1270674499.unknown

_1270674548.unknown

_1270674626.unknown

_1270675033.unknown

_1270674589.unknown

_1270674516.unknown

_1270674262.unknown

_1270674402.unknown

_1270674214.unknown

_1270672288.unknown

_1270672337.unknown

_1270672406.unknown

_1270672626.unknown

_1270672640.unknown

_1270672546.unknown

_1270672402.unknown

_1270672330.unknown

_1270672243.unknown

_1270672265.unknown

_1270672213.unknown

_1270670931.unknown

_1270671971.unknown

_1270672053.unknown

_1270672110.unknown

_1270672013.unknown

_1270671933.unknown

_1270671950.unknown

_1270671816.unknown

_1270671896.unknown

_1270671914.unknown

_1270671895.unknown

_1270670943.unknown

_1270670824.unknown

_1270670894.unknown

_1270670918.unknown

_1270670881.unknown

_1270670760.unknown

_1270670805.unknown

_1270670709.unknown

_1262700754.unknown

_1262701341.unknown

_1262701491.unknown

_1270669529.unknown

_1270669793.unknown

_1262701568.unknown

_1262701479.unknown

_1262701008.unknown

_1262701165.unknown

_1262700773.unknown

_1262700110.unknown

_1262700256.unknown

_1262700705.unknown

_1262700255.unknown

_1262700254.unknown

_1262699977.unknown

_1262700015.unknown

_1262699805.unknown

_1262695808.unknown

_1262697408.unknown

_1262698518.unknown

_1262699572.unknown

_1262699642.unknown

_1262699673.unknown

_1262699714.unknown

_1262699641.unknown

_1262699455.unknown

_1262699529.unknown

_1262699555.unknown

_1262699528.unknown

_1262699165.unknown

_1262699395.unknown

_1262699428.unknown

_1262698519.unknown

_1262697498.unknown

_1262697595.unknown

_1262697596.unknown

_1262697909.unknown

_1262697515.unknown

_1262697486.unknown

_1262696253.unknown

_1262696412.unknown

_1262696413.unknown

_1262696254.unknown

_1262695963.unknown

_1262696160.unknown

_1262695840.unknown

_1262695883.unknown

_1262694238.unknown

_1262695746.unknown

_1262695788.unknown

_1262695335.unknown

_1262695728.unknown

_1262695501.unknown

_1262694567.unknown

_1262695220.unknown

_1262694269.unknown

_1262694546.unknown

_1262691906.unknown

_1262691928.unknown

_1262694075.unknown

_1262691927.unknown

_1262691707.unknown

_1262691848.unknown

_1262691872.unknown

_1262691765.unknown

_1262691826.unknown

_1262691678.unknown

_1262691699.unknown

_1061057944.unknown

_1157359445.unknown

